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PRÉFACE 



Le premier essai de traiter les courbes sphériques par une 
méthode spéciale et directe date d'environ quatre-vingts ans. C'est 
Th. St. Davies, qui dans un travail intitulé « On the équation of 
loci traced upon the surface of the sphère as expressed by spherical 
coordinates » x introduisit un système de coordonnées sphériques 
polaires. Si O est un point fixe de la droite sphérique (0,X), la 
position d'un point P de la sphère est déterminée par Tare DP et 
par l'angle des droites sphériques (0,X) et (0,P). Il est certain, 
que dans quelques cas les coordonnées sphériques polaires sont 
utiles, même nécessaires, mais leur emploi exclusif est aussi peu 
motivé sur la sphère que dans le plan, et les résultats obtenus 
par Davies ne sont guère encourageants. 

C. Gudermann 2 , dans son « Analytische Sphârik » parue 
en i83o, détermine la position d'un point par rapport à un triangle 
sphérique birectangulaire XVY, dont les côtés droits sont VX et V Y. 
Le point V est l'origine, X et Y sont les « points cardinaux », la 
droite sphérique (X,Y) est la droite « cardinale », (V,X) et (V,Y> 
enfin sont les axes. Si les droites sphériques joignant M aux 
points Y et X rencontrent les axes en P et Q, la position de M est 
déterminée par les « coordonnées axiales » VP -x et VQ = y. Au 
lieu de x et y Gudermann se sert presque toujours de leurs tan- 



1 Transactions of the Royal Society of Edinburgh. Vol. II, p. 25g-362. 

2 Grundriû der analytischen Sphârik von C. Gudermann. Kôln, i83o. 
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gentes trigonométriques tangx = a et tang y -b. Dans quelques 
cas il emploie aussi des « coordonnées centrales », qui ne sont 
autre chose que les coordonnées sphériques polaires de Davies. 
Dans un dernier chapitre enfin x Gudermann étend à la sphère un 
principe appliqué par Plûcker à la planimétrie analytique. Si 
p,q,r sont les distances sphériques d'un point P aux côtés d'un 
triangle sphérique, le point P est déterminé par les deux coor- 
données x - ^J et y - 7^1- Gudermann ne connaît ni les coor- 

smp J smp 

données tangentielles ni l'avantage des coordonnées homogènes ; 
ses calculs sont compliqués et ses résultats fort peu symétriques. 
Onze ans plus tard, dans un « Appendice » ajouté à la traduction 
anglaise de deux mémoires de M. Chasles « sur les propriétés des 
cônes du second degré » et « sur les coniques sphériques », 
M. Charles Graves 2 développe, indépendamment de M. Guder- 
mann, le même système de coordonnées sphériques, c'est-à-dire 
qu'il détermine M par x = tang VP et y = tang VQ, XVY étant un 
triangle sphérique bi rectangulaire, dont VX et VY sont les côtés 
droits. Les applications de ces coordonnées se rapportent à la 
droite sphérique, à la distance de deux points, à la transformation 
des coordonnées, à la tangente d'une courbe, à la développée 
sphérique, au cercle sphérique osculateur, à la différentielle d'un 
arc sphérique et enfin aux coniques sphériques. Presque toutes 
ces questions avaient été résolues par M. Gudermann. M. Graves 
ajoute cependant la remarque suivante : Si du centre de la sphère 
on projette les axes VX et VY et le point P sur le plan tangent 
au point V en VX' et VY' et P', les coordonnées cartésiennes du 
point P' sont les mêmes que les coordonnées sphériques du 
point P. De la sorte « une équation du n ième degré en x et v 



1 Loc. cit., p. 153-164. 

* Two geometrical memoirs on the gênerai properties of cônes of the second 
degree and of spherical conics by M. Chasles. Translated from the french, with notes 
and additions and an appendix (pp. 87-112) on the application of analysis to spherical 
geometry by the Rev. Charles Graves. Dublin, 1841. 
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représente la courbe formée par l'intersection de la sphère avec 
un cône du n ième degré, ayant son sommet au centre de la 
sphère * ». 

D'après M. A. von Braunmûhl 2 , les mêmes coordonnées 
sphériques sont encore employées par M. A. Borgnet 3 dans son 
« Essai de géométrie analytique de la sphère » paru en 1847. 

Entre temps M. A. -F. Môbius, à qui Ton doit le premier 
système de coordonnées homogènes pour le plan, avait étendu 
ses recherches à la surface sphérique. Dans un travail * remar- 
quable, intitulé « Uber eine neue Behandlungsweise der analy- 
tischen Sphârik « et publié en 1846, il introduit un système de 
coordonnées sphériques homogènes, dont l'idée fondamentale est 
contenue dans le porisme suivant : Pour quatre points A,B,G et Q 
de la surface sphérique dont trois quelconques ne sont pas sur 
la même droite sphérique, il existe des nombres a,b, c et q tels, 
qu'un cinquième point quelconque V de la sphère satisfait à 

acosVA -h bcosVB -f- ccosVC = qcosVQ 

Les rapports des nombres a,b,c sont caractéristiques pour la 
position du point Q par rapport aux sommets A,B,C du triangle 
de référence. Môbius les appelle les coordonnées sphériques du 
point Q, et en supprimant cos et V il écrit simplement 

aA -h bB + cC = qQ 
En se servant de ces coordonnées 5 , Môbius déduit d'abord les 



1 Loc. cit., p. 87. 

2 A. von Braunmiihl. Vorlesungen ûber Geschichte der Trigonométrie. Leipzig, igo3. 
Vol. II, p. 198. 

8 A. Borgnet. Essai de géométrie analytique de la sphère, 1847. 8°. Voir aussi 
Nouvelles Annales, VII, 1848, pp. 147-150, 174-177, 3g2-3g5. 

4 A.-F. Môbius. Uber eine neue Behandlungsweise der analytischen Sphârik. 
Abhandlungen bei Begrundung der Kônigl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 
herausgegeben von der Fûrstlich Jablonowski* schen Gesellschaft. Leipzig, 1846. 
p. 45-86. Gesammelte Werke, II'" Band, p. 3-54. 

5 On reconnaîtra sans peine en multipliant ^x^ + (i 3 x 3 r 2 + (x 3 x 3 r 3 = x 4 r scalaire- 
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formules fondamentales de la trigonométrie sphérique (G. W., II, 
p. 22-28). Il détermine ensuite les coordonnées pour quelques 
points remarquables du triangle (p. 28-32). Enfin, après quelques 
considérations générales sur les courbes sphériques du n iémc ordre 
(p. 32-34) il arrive à la droite sphérique de la manière suivante 
(p. 34). La ligne xA+yB+zC est une ligne de premier ordre, 
lorsqu'il existe entre x,y et z une relation de la forme \ + 5 + \ = o, 
où a, b et c sont des constantes. Eliminant z et posant ^ = ^t, 
l'expression de la ligne devient aA-f- btB— c(i+t)G. Elle prend une 
forme plus simple encore, dit Môbius, lorsqu'on introduit deux 
points F et G par les équations bB — cC = fF et cC — aA = gG; 
dans ce cas elle devient ftF— gG, ce qui montre qu'elle représente 
tout point qui se trouve sur une même droite sphérique avec F 
et G. Elle est donc l'expression du grand cercle passant par F et G. 
D'une manière analogue Môbius trouve (p. 37) que l'expression 
xA + yB-f-zC est celle d'un petit cercle sphérique, lorsqu'il existe 
entre x,v et z une relation de la forme 

(i-ff)xx + (i-gg)yy4-(i-hh)zz + 2(a-gh)yz4-2(p-hf)zx4-2(Y"fg)xy = o, 

où a,p,Y représentent les cosinus des trois côtés du triangle de 
référence. 

Etendant le principe du calcul barycentrique à la sphère 
Môbius démontre encore le théorème suivant. Trois forces paral- 
lèles a,b,c ont leurs points d'application en A,B,C; le centre de 
ces forces parallèles n'est pas sur la surface sphérique. On peut 
cependant l'y ramener en ajoutant une quatrième force parallèle 
au centre de la sphère. Le point d'application obtenu est alors 
précisément le point aA + bB+cC, dont les coordonnées sont 
a,b,c. (G. W., II, p. 17-18.) 



ment par le vecteur r v du point V, que les coordonnées de Môbius ne sont autre chose 
que les Xi qu'on obtient en posant \li = 1. Cette signification de ses coordonnées n'a 
pas échappé à M. Môbius. Voir « Nachtrâgliche Bemerkungen » Ges. Werke, II, 
p. 52-54. 
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Une remarque importante termine cet article intéressant 
(p. 48); si A,B 9 C ne sont pas interprétés comme les sommets du 
triangle, mais comme les pôles de ses trois côtés, l'équation 
aA-f- bB-+-cC = qQ détermine une droite sphérique dont Q est le 
pôle et dont a,b,c sont les coordonnées. 

Dans un mémoire ultérieur * Môbius arrive encore à une 
autre interprétation mécanique de ses coordonnées sphériques. Si 
Ton fait agir sur le centre de la sphère O selon OA,OB,OG des 
forces proportionnelles aux nombres a,b,c la résultante de ces 
forces passera par le point aA -f bB -t- cC = qQ. Les forces compo- 
santes et la résultante sont proportionnelles 2 aux nombres a,b,c 
et q. Ensuite il formule le théorème suivant. L'expression 
xA-hyB-f-zC combinée avec une équation homogène en x,y,z 
représente une courbe sphérique. Cette courbe est l'intersection 
de la sphère avec le cône représenté par la même équation, lorsque 
les coordonnées x,y,z se rapportent aux axes (0,A),(0,B) et (0,C). 

En même temps que Môbius, le géomètre anglais Arthur 
Cayley arrivait par des considérations assez générales, mais peu 
simples à d'autres systèmes de coordonnées sphériques homo- 
gènes 3 . Si X,Y, Z sont les sommets d'un triangle sphérique, la 
position d'un point P de la surface sphérique peut être déterminée 

par les rapports ? : ^ . ç = cosPX . cosPY : C osPZ 
ou par les rapports 

sinPx . sinPy . sinPz 

X : y : Z — "sîïïX : "sliiY ' "smZ 

Dans le dernier cas Px, Py, Pz sont les normales abaissées sur 
les côtés du triangle. Le premier de ces « systèmes conjugués » 



1 A.-F. Môbius. Ûber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung. Abhand- 
lungen der JCônigl. Sâchs. Gesellschaft der Wissenschaften, math. phys. Klasse, i852, 
Bd I, p. 1-82. — Gesammelte Werke, Bd II, p. 89-182. 

1 Loc. cit., p. 112. 

8 Arthur Cayley. On some analytical formulae, and their application to the theory 
of spherical coordinates. Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. I (1846). 
pp. 22-33. — Collected Mathematical Papers., vol. I, pp. 21 3-223. 



(conjoint Systems), est celui des cosinus (cosine System), le second 
celui des sinus (sine System). Se servant de ces coordonnées, 
Cayley arrive aux formules pour la distance de deux points 
(p. 218-219), à l'équation d'un grand cercle (p. 219), à l'angle de 
deux droites sphériques, et d'une manière assez longue enfin 
à la transformation des coordonnées (pp. 220-223). 

G. Salmon l déduit les propriétés d'une courbe sphérique de 
l'équation du cône, qui a la courbe comme directrice et le centre de 
la sphère comme sommet. Soient a = o, p = o, y = ° ' es équations 
normales de trois plans passant par le centre, ou encore celles 
des trois droites sphériques qu'ils déterminent sur la sphère. 
Dans ce cas la = mp = ny sont les équations de trois droites passant 
par un point dont la+mp + ny = o est la polaire trilinéaire. En 
se servant de ces coordonnées a,p,Y> Salmon démontre, que dans 
un triangle sphérique, les bissectrices passent par un point; de 
même les hauteurs, les médianes, etc. Il trouve ensuite la con- 
dition d'orthogonalité des droites sphériques aa-|- bp-h c? = o et 
a'a + b'p H- c'y = o. Par l'emploi simultané des coordonnées carté- 
siennes x,y,z et des coordonnées a,p,f> î' démontre enfin plusieurs 
théorèmes sur les coniques sphériques, sur les droites cycliques, 
les foyers, les cercles sphériques, le théorème de Hart et la conique 
de Hamilton. 

La méthode employée par O. Hesse 2 pour traiter certains 
problèmes sur les triangles sphériques, sur l'involution et les 
hexagones de Pascal sur la sphère ne diffère pas essentiellement 
de celle préconisée par Salmon. 

Dans chacun des trois systèmes de coordonnées sphériques 
servant à fixer la position d'un astre P sur la sphère céleste, on 
rapporte cette position à un cercle principal, dont A est un point 



1 Analytische Géométrie des Raumes von G. Salmon. Deutsch bearbeitet von 
D r W. Fiedler. I Theil. Dritte Auflage. Leipzig 1879, pp. 340-362. 

8 Vorlesungen ûber Analytische Géométrie des Raumes. Dritte Auflage. Leipzig 1876, 
pp. 2 3-25, 36-5o. 



XI 

fixe. Si FP^ est la distance sphérique du point P au cercle prin- 
cipal, les coordonnées sphériques du point sont les arcs ÂP^ et P^P. 
Les nouvelles coordonnées sphériques l introduites ici sont 
des coordonnées homogènes projectives. Chaque point de la surface 
sphérique est déterminé par un vecteur r, chaque droite sphérique 
par un vecteur ï. Si ti,r 2 ,r 3 sont les vecteurs des sommets, I^^la 
ceux des côtés du triangle de référence, les vecteurs d'un point ou 
d'une droite quelconque peuvent s'écrire : 

(A) i^x^i + fi 2 x 2 t 2 + iisXgtg et vjujj + vgu^ 4- vgUgt, (B) 

Les x 4 sont les coordonnées projectives 2 du point, les u t sont 
les coordonnées projectives de la droite. Les constantes ^ et Vi sont 
liées par les relations u,,v, = sinAj où les A t sont les angles du tri- 
angle de référence. L'introduction de deux triangles, un pour les 
vecteurs des points, l'autre pour ceux des droites, rend complète 
l'analogie entre les coordonnées ponctuelles et tangentielles. Elle 
permet dans beaucoup de cas, sans intervention aucune des coor- 
données cartésiennes, de résoudre les problèmes sphériques d'une 
manière plus simple et plus élégante que les problèmes analogues 
du plan. D'ailleurs, toute figure plane finie peut être considérée 
comme une partie infiniment petite d'une sphère. Les côtés du 
triangle plan et toutes les autres droites planes de la figure limitée 
deviennent dans ce cas des droites sphériques, auxquelles nous 
appliquons le mode de décomposition indiqué par (B). Les deux 
triangles x v x 2 ,x s et I^ïg-tj subsistent donc pour le plan; mais les 
côtés du premier triangle deviennent des arcs infiniment petits, 



1 M.-Fr. Daniels. Sur un système de coordonnées homogènes sphériques. Annales 
de la Société scientifique de Bruxelles, t. XXV, fasc. 3, 1901 ; idem. Archiv der Mathe- 
matik und Physik. 111 Reihe. V. 3 u. 4 Heft, pp. 261-273; idem. Les coordonnées 
projectives sur la sphère. L'Enseignement mathématique VII" année, N° 3, igo5, 
pp. 206-221. 

8 Les coordonnées projectives planes sont dues à MM. von Staudt et W. Fiedler. — 
von Staudt, « Beitrâge zur Géométrie der Lage ». 2 Heft. Nûrnberg, 1857. S. 266 f. — 
W. Fiedler, « Cber die projectivischen Coordinaten » Vierteljahrsschrift der natur- 
forschenden Gesellschaft in Zurich, i5. Jahrgang. 1870, p. 152-182. 
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tandis que ceux du dernier triangle sont égaux aux angles A 1 ,A 2 ,A 3 . 
Au paragraphe 86 nous démontrons, en outre, le théorème suivant : 
si du centre de la sphère on projette le triangle de référence 
A 19 A 2 ,A 8 , son point-unité E, et une courbe sphérique S sur un 
plan quelconque en Aj,Aj,A£; E' et S', Péquation de S' par rap- 
port à {A' iy A f 2 ,A f 3 ; E') est la même que celle de s par rapport à 
(A l5 Ag,A 8 ; E). Ceci nous permet de ramener un problème du plan 
à un problème sphérique et inversement. Nous verrons encore 
que dans bien des cas on opère avec les vecteurs des points et 
des droites sans avoir recours à leurs coordonnées ponctuelles 
et tangentielles. 

Réservant à plus tard certaines recherches sur les courbes 
d'un ordre supérieur, sur l'extension de nos coordonnées à la 
géométrie de l'espace et sur la division de la surface sphérique, 
nous traitons ici, à côté de plusieurs théories et théorèmes secon- 
daires, des droites, des cercles et des coniques sphériques. On 
remarquera de quelle manière simple la théorie des C 2 et C 2 planes 
dans les coordonnées homogènes les plus générales se déduit de 
celle des C 2 et C 2 sphériques. Il est évident, que pour plusieurs 
parties de mon travail je dois beaucoup aux géomètres qui ont 
appliqué la théorie des coordonnées projectives aux courbes planes. 
Parmi eux il me suffira de nommer Gundelfinger l . Avec des 
modifications plus ou moins grandes plusieurs de ses méthodes 
ont pu me servir dans l'examen des courbes sphériques. 

Comme il était impossible d'étendre la matière traitée dans 
cet Essai au delà de la théorie des Q et C 2 , il était également 
impossible de parler sur les différentes applications, qui peuvent 
se faire des coordonnées sphériques homogènes. Dans une note 



1 Vorlesungen aus der analytischen Géométrie der Kegelschnitte von Sigmund 
Gundelfinger, herausgegeben von Friedrich Dingeldey. Leipzig 1895. 

Wilhelm Killing. Lehrbuch der analytischen Géométrie in homogenen Koordi- 
naten. Paderborn igoo. 

Encyklopâdie der Mathematischen Wissenschaften. III, C. 1. Kegelschnitte und 
Kegelschnittsysteme von Friedrich Dingeldey. 



XIII 



cependant j'ai démontré le parti qu'on peut en tirer dans la 
cristallographie géométrique 1 ; tandis que dans une autre, sont 
déduites les formules très simples qui permettent la rectification 
et la quadrature des courbes sphériques et planes, dont l'équation 
est donnée en coordonnées projectives. 

J'ai cru devoir rappeler dans une courte Introduction les 
principes tout à fait élémentaires, que j'emprunte au Calcul des 
vecteurs 2 . La notation vectorielle adoptée est celle de O. Heavi- 
side 3 ; c'est celle qui me paraît la plus appropriée aux appli- 
cations géométriques, lorsqu'on ne veut pas se servir des belles 
méthodes de Grassmann. 

En terminant qu'il me soit permis d'espérer que, malgré 
ses imperfections, mon travail contienne assez d'idées nouvelles 
et utiles pour en justifier la publication. 



M.-Fr. DANIELS. 



Fri bourg (Suisse), le 18 juin 1907. 



1 On peut comparer cette note avec les parties correspondantes de : 

E. Mallard. Traité de cristallographie géométrique et physique. Paris 1879. 

Th. Liebisch. Geometrische Krystallographie. Leipzig, 1881. 

E. Sommerfeldt. Geometrische Krystallographie. Leipzig, 1906. 

Encyklopâdie der Mathematischen Wissenschaften. V. q. Krystallographie von 
Th. Liebisch, A. Schônflies und O. Mugge. 

* Vector Analysis founded upon the lectures of J. Willard Gibbs by Edwin 
Bidwell Wilson. London, 1902. 

8 Oliver Heaviside. Electrical Papers. London, 1892. Vol. II, pp. 3-7, pp. 528-533. 
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1. Vecteurs. — Un vecteur (OA) est un segment de droite, dont 
O est le point-origine et A le point-extrémité. Ses éléments sont : i° la 
direction de la droite qui lui sert de support, 
2° la longueur et 3° le sens dans lequel se 
déplace sur la droite de support un mobile 
-allant de O à A. 

Deux vecteurs sont égaux, lorsque, portés 
par des droites parallèles, ils ont la même 
longueur et le même sens. Dans le parai- #/ 
lélogramme OACB (fig. i) il y a donc égalité " Fig. i. 

^ntre les vecteurs (OA) et (BC), comme entre les vecteurs (AC) et (OB). 




2. Somme et différence de deux vecteurs (OA) et (OB). — Par 
l'extrémité A du premier (OA) menons un vecteur (AC) égal au second 
{OB), le vecteur (OC) est alors ce qu'on nomme la somme géométrique 
ou simplement la somme des deux vecteurs. Si nous désignons les vecteurs 
par une seule lettre gothique : 

(OA) - « , (OB) - 8 , (OC) - g , 



nous avons d'après cette définition : 



*+8=e=8+* 



(I) 



car la somme ainsi définie ne dépend pas de Tordre dans lequel on place 
les deux vecteurs. 

On nomme différence des vecteurs SC et 8 un nouveau vecteur qui, 
-ajouté au second, donne le premier. Cette différence (fig. i) est le vecteur 
(OD), car en y ajoutant (DA) = 8 on obtient en effet (OA) = V. D'autre 
part, on peut considérer (OD) comme la somme de SI et d'un vecteur (OB') 
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qui, ne différant de (OB) que par le sens, est désigné par — 8 . On arrive 
donc au résultat suivant : soustraire le vecteur 8 revient à ajouter le 
vecteur opposé —8, de sorte qu'on a 

« - 8 --- « + (-8) . (2> 

3. Somme de n vecteurs. — Quant à la somme de n vecteurs : 

(OAi) .- % x , (OA 2 ) % (OA„) -- « n 

on la trouve en menant par l'extrémité du premier un vecteur égal au 
second, par l'extrémité ainsi obtenue un vecteur égal au troisième et ainsi 
de suite jusqu'au n-ième. Si N est l'extrémité du dernier vecteur ainsi 
ajouté, le vecteur (ON) est la somme cherchée. 

Evidemment le résultat ne change pas, si Ton ajoute à la somme 
des r premiers vecteurs la somme des n — r vecteurs suivants : 

(Wl "H 82 4- Sir) -+■ (Sir t i -f- 8tr -\ 2 + Sln) = 91 . 

D'autre part on a pour deux vecteurs : 

81 -4- 8 2 -- 82 4- 81 

On pourra donc encore intervertir l'ordre des deux vecteurs repré- 
sentés par les parenthèses et écrire : 

(Sir f t + Sir 4 2 -f- Sln) + (Slj + Sl 2 4- Sir) = 91 

et comme à chacune des deux sommes partielles on peut faire subir la 
même opération qu'à la somme totale, on arrive à ce résultat, que sans 
changer le vecteur final 91 qui est la somme on peut i° placer les vecteurs 

% v 9^> Sln dans un ordre quelconque et 2 les réunir dans des 

groupes, contenant chacun un nombre quelconque de ces vecteurs. La 
somme géométrique possède par conséquent toutes les propriétés d'une 
somme ordinaire : elle est commutative et associative. 

4. Vecteurs-unités. — Les vecteurs dont la longueur est égale à 

l'unité sont des vecteurs-unités. Ils sont désignés par les lettres a,i,c, etc. 

Lorsqu'on forme la somme de n vecteurs-unités a, d'après la règle indi- 
quée, on trouve un nouveau vecteur SI de même direction et de même 
sens que a, mais ayant une longueur ou tenseur n. On exprime ce 

résultat en écrivant M 

91 = nu. 
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Multiplier ou diviser un vecteur par le nombre entier n est donc 
faire un nouveau vecteur de même direction et de même sens, mais 
ayant un tenseur n fois plus grand ou n fois plus petit. On voit sans 
peine ce qu'il faut entendre par ma lorsque m est négatif, fractionnaire 
ou irrationnel. 

5. Décomposition d'un vecteur. — Le vecteur (OR) _ W de la 
figure 2 peut être considéré comme une 
diagonale du parallélopipède construit sur 
les trois vecteurs 

(ORj) = m^ , (ORa) = m 2 r 2 , (OR 3 ) = m 8 r 3 



Dans ce cas on aura, si m 4 est son tenseur 
et r son vecteur-unité : 




Fig. 2. 



(OR) 



= m 4 t = m^x + m a r 2 + m 8 r a 



(3) 



Lorsque les t t r 2 1 3 au lieu d'être quelconques forment un système 
rectangulaire droit, on les remplace ordinairement par i, j, ï. Un 
vecteur %, décomposé d'après les axes OX, OY, OZ, qui portent les 
vecteurs-unités fondamentaux t, |, î peut donc s'écrire 



« = AJ 4- A 2 i + A 3 Ï , 
si A a A 2 A 3 sont les longueurs ou tenseurs de ses trois composantes. 



(4) 



6. Produit scalaire. — Définition : le produit scalaire WR de deux 
vecteurs 81 et 8 est le produit de leurs tenseurs A et B et du cosinus de 
l'angle compris 6 : 

«8 - AB cos 6 . (5) 



Il est donc zéro : i° lorsqu'un des tenseurs est nul, 2° lorsque 
r angle des deux vecteurs est droit. Pour deux vecteurs égaux il devient 



«« - IP = A* 



ûû 



i2 -^ 



(6) 



Le produit scalaire possède comme un produit ordinaire la propriété 
commutative, car d'après la définition même nous avons : W8 = ©SI . 
Il jouit aussi comme un produit ordinaire de la propriété distribu.- 
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tive, car si la somme des -vecteurs % et 8 est 6, nous avons d'une 

part : 

2>(* -h 8) = 2>G = DCcos (2)6) , 

d'autre part d'après la règle bien connue des projections 

Ccos ($)€) = Acos (2>«) + Bcos (2)8). (7) 

H s'ensuit que 
» (* + 8) = DA cos (2>«) 4- DBcos (2)8) = Î* + Î8 . (8) 

Par l'application répétée de cette équation nous obtenons, en nous 
servant en même temps de la propriété commutative 

(» + «)(* 4- «)-- (» + «)* + (» + «) B- * (2)4- «) 4-8(2)+ 6) 

- «24- «6 4- 82) 4- 86 (9) 

ce qui peut facilement s'étendre à un nombre quelconque de vecteurs 
dans chacun des facteurs. Le produit scalaire possède donc les mêmes 
propriétés qu'un produit ordinaire, à l'exception toutefois, qu'il devient 
zéro non seulement lorsqu'un des vecteurs s'annule, mais encore lorsque 
les deux vecteurs, dont il se compose, sont perpendiculaires. 

7. En appliquant ces résultats, nous trouvons d'abord pour les 
vecteurs-unités fondamentaux : 

ff = fi = o , fï = (j = o , ft = if = o 

Pour deux vecteurs quelconques, on a 
«8^ABcosô==(A 1 tH-A 2 i4-A 3 f)(B 1 i + B 2 j-f-B 3 ï)=A 1 B 1 -i-A 2 B 2 4-A3B3 (1 1) 

et pour deux vecteurs égaux : 

g* « A* = (Aji 4- A 2 j + A 8 f) (A, t 4- A 2 j H- A 3 t) = A* + A* -f- A ; (12) 

Les premiers membres des équations (11) et (12) sont indépendants 
des axes choisis, il en est donc de même des seconds membres. 

8. Produit vectoriel. — Définition : on appelle produit vectoriel 
de deux vecteurs SC et 8 et on désigne par ^&8 un nouveau vecteur 



— 5 — 



d'une valeur l absolue ABsin 6, normal à leur plan et tel, que SC, 8 et 
)W8 forment un système droit. 

D'après la dernière partie de cette définition, les vecteurs \fCB et 
\ 881 ont bien la même valeur absolue, mais des sens opposés, ce qui 
revient à dire que y W __y„. (l3 ) 

Le produit vectoriel ne possède donc pas la propriété commutative : 
en changeant l'ordre des deux vecteurs qui le composent on change en 
même temps son signe. Il possède par contre la propriété distributive. 
Pour le démontrer nous faisons coïncider 
(fig. 3) Taxe des x d'un système droit 
d'axes rectangulaires avec le vecteur V, 
tandis que nous projetons le vecteur 8 
(dont la position par rapport aux axes 
est quelconque) sur le plan yOz. La lon- 
gueur de cette projection est évidemment 
B sin 6 ; le' vecteur (OQ) situé dans le 
même plan et formant avec SC et cette 
projection un système rectangulaire droit 
est le produit vectoriel des vecteurs % et 8, 
pourvu qu'on lui donne une longueur A 
fois plus grande que celle de la projection. En effet, ce* vecteur est normal 
au plan des vecteurs % et 8; il forme avec ces deux vecteurs un système 
droit et sa longueur est ABsin 6. On voit facilement que, les tenseurs 
des composantes de la projection (OB') d'après les axes y et z étant Bg 
et B 8 , ceux du produit vectoriel seront — AB 3 et AB 2 , de sorte qu'on a 

Y*8 = AB^ — AB 3 i . 
De la même manière on trouve pour un second vecteur <£ 

]m = AQf — AC 3 j 
et pour un troisième égal à la somme 8+6 

\*(8+ 6) = A(B 2 -t-C,)f — A(B 3 + C 3 )J 
Nous en concluons : 

V* (8 + G) ^ V*8 + Y «G . (H) 




Fig. 3. 



1 L'angle est le plus petit des deux angles formés par W et 8, donc inférieur à 71. 
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Par l'application répétée de l'équation (14) nous obtenons, en nous 
rappelant toutefois que le changement de Tordre des deux vecteurs d'un 
produit vectoriel en change le signe : 

y (*+»)(8+« ) - y (« + ») » + y (« + 2)) g — y «< «+s»-y «<*+»;> 

^ y *»+ys>8+y«<£+ y^e 1 1 5> 

Comme il est facile d'étendre cette règle à un nombre quelconque de 
vecteurs dans chacun des deux facteurs qui composent le produit vectoriel 
nous voyons que ce produit possède en effet la propriété distributive. 

9. La définition nous permet encore de tirer les conclusions sui- 
vantes : i° le produit vectoriel de deux vecteurs de même direction est 
zéro, parce que sin s'annule : 

y** = o y « = o Va = o y» = . (i6> 

2 les produits vectoriels de i et j, j et f, f et t sont f, i, J, car les 
valeurs absolues de i et \ étant l'unité et leur angle — le produit vectoriel 
sera également un vecteur-unité, et celui-ci devant former avec i et j un 
système droit, tout en étant normal à leur plan, ne peut être que f. 
Nous avons donc : 

V« - ' - Vf = i .. Y» = i 

v t- i- 07) 

3° si a et h sont des vecteurs-unités dans les directions des vecteurs 
% et 8 les produits vectoriels \ W8 et \ 06 ne différeront que par leur 
valeur absolue, qui pour le premier est AB fois plus grande que pour le 
second, de sorte qu'on a 

Y*» = AB^ai . (18) 

10. Par l'application des équations (i5) et (18) nous trouvons enfin 
pour le produit vectoriel de deux vecteurs quelconques % et 8 

V*8 = V(A,i -t A 2 j + A 3 f) (B,t -I- B 2 j + B 3 f) 
= A, B, Vii+A, B s Vjj + A 3 BjR+A, B s Vij + A, B, Vji+ A, B 3 Vjf +A 3 B 2 Vfj + A, B, Vfi+ A, B,Va 
ou en simplifiant à l'aide des équations (16) et (17) : 

\'W = (A 8 B 3 - A s B,)i -|- (A 3 B, - A,B 3 )j -]- (A.B., - A.B^f . (19) 
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Le premier membre de (19) est indépendant des axes choisis, il doit 
en être de même pour le second membre. 

11. Pour le produit scalaire ©\îl8 des vecteurs (£ et V$8 on 
trouve en se servant des équations (n) et (19) 

C 1 (A 2 B 8 -A 8 B S ) + C^B,— A t BJ + C 8 (A 1 B 2 -A 2 B 1 ) 

L.j L«2 v>g 

A, A 2 A 8 (20) 

B, B a B 3 

et comme cette expression ne change pas, lorsqu'on remplace % par 8, 
8 par ($, et © par SC nous avons la relation importante : 



eV*8 - «y«e - «y G* . 



(21) 



Il est à remarquer que dans ces trois produits scalaires égaux, Tordre 
cyclique des vecteurs est le même ; ©\8$l en différerait par le signe. 

Les produits scalaires en question ont d'ailleurs une signification 

géométrique bien simple. En effet, construisons y ^ 

sur W, 8, <£ comme arêtes un parallélopipède 

(fig. 4). Le tenseur de \&8 étant AB sin 6, 

c'est-à-dire égal à l'aire de la base, nous aurons 

pour leur produit scalaire, si © et )îl8 font un 

angle 9 . 

T ABsin ô . C . cos 9 




Fig. 4. 



Le facteur Ccos<p dans ce produit est la 
hauteur h du parallélopipède, si l'angle 9 est 
inférieur à — , c'est-à-dire si SI 8 et & forment 

• 2 

un système droit, mais il est égal à — h, si l'angle 9 est supérieur à — , ce 
qui sera le cas lorsque SI 8 et © forment un système gauche. 

Le produit scalaire <S\ H8 est donc égal au volume du parallélo- 
pipède (ou six fois le volume du tétraèdre) construit sur 9 8 ® comme 
arêtes, si ces trois vecteurs forment un système droit; il est égal au 
volume avec le signe négatif, s'ils forment un système gauche. 

Si les trois vecteurs sont dans un plan (coplanaires), € peut être écrit 

m$C 4- n8 et le produit scalaire est dans ce cas zéro, parce que, d'après 

(16) et (21) v v v 

«\ 8(m« + n8) m8\ *« 4- n*\ 88 = o . 

D'ailleurs ceci se voit facilement lorsque dans le déterminant (20) 
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on remplace les Q par mAi -h nBi , ou en se rappelant la signification 
géométrique du produit scalaire. 

12. Le produit vectoriel des vecteurs 6 et \îl8, qui doit s'écrire 
VsVW devient en appliquant l'équation (19) 

[C 2 (A 1 B 2 -A 2 B 1 )~C3(A 3 B 1 -A 1 B 3 )]i-|- [Ç^B,— A.B.) - C^A.By-A.B,)]! . 

+ [C 1 (A 3 B 1 -A^) - C 2 (A 2 B 3 -A 8 B 2 )]f 

ou 

[A.fàQ + B^ + B^C.) - B 1 (A 1 C 1 + A 2 C 2 + A 3 C,)Jt 

+ [A 2 (B l C 1 + B 2 C 2 +B,C 3 ) - B.IA^ + AA + AAHi + [ ]! 

ce qui peut d'abord s'écrire 

(B.Q+B^Ç.+B.C,) (A,i+ AJ+ A»*) - (A 1 Ç l +A f C 1 +A 1 Ç l ) (B^+BJ+B,!) 
ou enfin si Ton se sert de l'équation (11) 

VcVm - 86.* - «6.8 (22) 

Le nouveau vecteur est la différence entre un certain multiple du 
vecteur 81 et un autre multiple du vecteur 8 . Il est donc situé dans le 
plan de ces deux vecteurs, ce qu'on voit d'ailleurs facilement aussi par le 
raisonnement suivant : \6\W8 est perpendiculaire à 6 et à \îC8, il 
est donc dans un plan normal à ^W8, c'est-à-dire dans le plan con- 
tenant les vecteurs % et 8 ■ 

18. Le produit scalaire des vecteurs \$6 et ^818 se trouve facile- 
ment de la manière suivante : posant un instant $ au lieu du vecteur 
VîC8, nous aurons $\3)6 ce qui d'après (21) ne diffère pas de $\'6$, 
c'est-à-dire du produit scalaire de $ et du vecteur \©P ou \ 6)918 qui 
a été trouvé au paragraphe précédent. Nous obtenons ainsi 

VmVse ^ $(8® .* — *«. 8) --*» . 86 - *6 . 83) (23) 
et comme cas spécial 

(\a8) 2 - ** . 8 2 - (*8) 2 (24} 

14. Le produit vectoriel des deux vecteurs \$6 et ^#8, qui doit 
s'écrire \V$6.V$C8 est immédiatement donné par l'équation (22) si 
l'on y remplace le vecteur 6 par le vecteur \ $6 : 

Y V$6V«8 - 8\$6 . * - *Y$6 . 8 (25) 
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15. Comme exercice, démontrons deux théorèmes bien connus de 
von Staudt : 

A. Si S x et S a % sont les aires de deux polygones plans A A 1 A 2 A n 

et BoBiBj B m faisant un angle 9, le produit iôS^cos? est une 

fonction entière des carrés des droites qui relient les sommets du premier 
aux sommets du second polygone. Si les deux polygones coïncident, 
16 Si est une fonction entière des carrés des droites qui relient les 
sommets de ce polygone entre eux, c'est-à-dire des côtés et des diagonales. 

En effet, désignons par 8li, 8k, î>ik les vecteurs A Ai, B Bk , AiBk, 
et par ai, bk, dik leurs tenseurs. La somme 

y WjTls -f- y 1&Î1I3 -h \ "n-l *ln 

est alors un vecteur normal au plan du premier polygone et ayant un 
tenseur égal au double de son aire, car le tenseur du premier vecteur 
a^ sin (a 1 a 2 ) est la surface du parallélogramme construit sur H t et %, 
qui est deux fois le triangle A^Ag, etc. Nous pouvons donc, si t x est 
un vecteur-unité normal au plan du premier polygone écrire pour cette 
somme 28^ ; de même nous avons pour le second polygone 

2 Sjfg = y 8x83 -h y 8 2 ®8 H- \ & 



>m — 1 



8 



et comme les deux normales t x et e 2 font un angle <p, nous obtenons en 
formant le produit scalaire 

n-l m-I 

Développons d'après (23), on a : 



n-l in-1 



.ÔS^COS^S'S^ 2 *!^- 2 ^-!^,!- 2 *!^.! 



2 « i+1 8 k ) < 2 6> 



2f 
00 



Le produit scalaire 281 8k dont Y identité : 
(2)oo - *0 2 + 2)ok — (2)ok — *0 2 - » 
donne (fig. 5) immédiatement la valeur 

t $ 2 5? 

dio + dok — dik — d 00 = 2 %8k (27) 

ne contient plus que les carrés des droites dik 
qui relient les sommets du premier à celui du 
second polygone ; il en est naturellement de même 
pour tous les autres produits scalaires de (26) et 
par conséquent aussi pour 16 S^cos^, ce qu'il 
fallait démontrer. 



2 »i (ÎJok — $>oo) 
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B. Si \ i et v 2 sont les volumes de deux polyèdres A0A1A2 A n et 

B BiBi B m , le produit 288 v^g est une fonction entière des carrés 

des droites qui relient les sommets du premier aux sommets du second 
polyèdre. 

Si les polyèdres coïncident 288 Vi est une fonction entière des carrés 
des arêtes et des diagonales. 

En effet, en employant la notation du théorème précédent nous 
trouvons (§ 11), abstraction faite du signe, SCiV^^t et ®i\©2®s P our 
six fois les volumes des tétraèdres A0A1A2A3, et BoBiBsBa. 

D'après (20) en appelant Ah, Aii>, Ai3 les composantes du vecteur 
% et Bki, Bk2, Bk3 celles de 8k, nous aurons pour le produit de ces 
deux volumes * 



36 



A n A J2 A 



18 



A 2 i A 22 Ajg 
A31 A 32 A 33 



B n 


B 12 


B 13 




B 21 


B 22 


B 23 


1 
288 


B 31 


B 32 


D 33 





2%JB X 2^8, 2^83 

2 S^®! 2 $$2 2 8383 
2 9I381 2 V382 2 9(383 



Il a été montré (27) que 



222: 
2 %8k = dio H- dok — dik — d 



00 



en le substituant on trouve un déterminant qui ne contient plus que 

les carrés des distances dik. Pour le simplifier, transformons-le d'abord 

en un déterminant du quatrième ordre, dont la première colonne est 

ij 1, 1, 1, et la première ligne 1,0,0, o, ensuite en un déterminant de 

2221 
cinquième ordre, dont la première colonne est 1, — doo, — di , — d ï0 , — d 3 o 

et dont la première ligne contient les éléments 1,0,0,0,0; on obtient 

«n valeur absolue pour le produit des volumes des deux tétraèdres : 
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d oo 


d oi 


d 02 


d 03 


1 

288" 


I 
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d io 

d 20 


i 1 

d 21 


d 12 
d 22 


d 18 
d 23 
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d 30 


d 31 


d 32 


d 33 



Le premier polyèdre peut être décomposé en tétraèdres, ayant tous 
pour sommet A Q et pour bases les faces du polyèdre, et comme une 
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décomposition analogue peut se faire pour le second polyèdre, le produit 
de leurs volumes sera la somme d'un certain nombre de déterminants 
de cinquième ordre semblables à celui que nous venons de trouver. Il 
est donc en réalité une fonction entière des dik . 

Lorsque les deux polyèdres coïncident, on a d'une manière gêné- 
raie dn = o et dik = dki . Le carré du volume d'un tétraèdre A Ai A2A3 
«devient par conséquent : 
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CHAPITRE I 



16. Le rayon de la sphère étant 
l'unité, chaque point de sa surface 
(fig. 6) est déterminé 
par un vecteur-unité 
r, partant du centre 
et passant par le 
point. Chaque mul- 
tiple positif de ce vec- 
teur détermine le 
même point ; chaque 
multiple négatif dé- 
termine le point dia- 
métralement opposé. Fi e- 6 - 




17. Si Ton fait passer une droite 
sphérique par les points r x et t 2 de 
la sphère, son vecteur devant être 
normal aussi bien à x x qu'à r 2 sera 



±Vtit 



2 



Les deux signes correspondent 
aux droites de sens opposés, qu'on 
peut faire passer par les points 
donnés. 



Le rayon de la sphère étant l'unité, 
chaque droite sphérique ou grand 

cercle (fig. 6) est dé- 
terminé par un vec- 
teur-unité I partant 
du centre, normal à 
son plan. Il est dirigé 
à gauche lorsque la 
droite est extérieure- 
ment parcourue dans 
le sens positif adopté 
pour elle. Un mul- 
tiple négatif de l dé- 
termine la même droite parcourue 
dans le sens opposé. 

Si Ton détermine le point d'in- 
tersection de deux droites sphéri- 
ques li et 1} 9 son vecteur devant 
être normal aussi bien à ^ qu'à ^ sera 



±YUi 



(28) 



Les deux signes correspondent 
aux points diamétralement opposés, 
qu'on obtient par l'intersection des 
droites données. 



Si (fig. 6) du point r on abaisse une normale sur la droite ï le vecteur 
de cette normale sera ±Ylr car devant être normal aussi bien à l qu'à r , 
il coïncidera avec leur produit vectoriel. 
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18. Pour fixer la position d'un point par rapport à une droite 
sphérique nous appelons sa distance positive, lorsqu'il se trouve entre 
la droite et son vecteur, c'est-à-dire à gauche de la droite. C'est le cas 
du point v (fig. 6). Le point r' par contre a une distance négative de la 
droite. Si <p est maintenant l'angle entre les vecteurs r et I du point et de 
la droite, la distance 8 est toujours 

2 * 

Elle ne devient négative que lorsque <p est supérieur à - . Le produit 
scalaire des deux vecteurs-wnzVes 

lr = cos© = sin 5 (29) 

fait donc connaître non seulement la valeur absolue du sinus de la 
distance sphérique, mais encore son signe. 

19. Prenons sur la sphère trois points qui ne sont pas sur la même 
droite et dont les vecteurs (fig. 7) forment un système droit r x , r 2 , f 8 . 
Pour aller de r 2 à r s , de r 8 à r 1? de %i à r 2 nous prenons des arcs de 
droites sphériques inférieurs à iz et nous les appelons a 23 , a 31 , a 12 ou encore 
a i» a 2> a s- Pour que la direction positive du premier côté a x coïncide avec 
celle du second a 2 il faut le tourner en sens positif d'un certain angle 
autour du point r 3 . Le sens positif cependant peut être choisi de deux 
manières. En nommant une rotation positive lorsque, vue d'un point 
extérieur à la sphère, elle se fait comme celle des aiguilles d'une montre, 
on trouve pour le triangle de la fig. 7 des angles extérieurs A 23 , A 31 , A 12 
ou A 19 A 2 , A 3 inférieurs à tc. Le triangle obtenu ayant des côtés et des 
angles (extérieurs) inférieurs à i: est un triangle d'Euler, 1(3 seul dont on 
s'occupe ordinairement en trigonométrie sphérique. 

Môbius cependant a fait observer qu'on peut aller de r 2 à r 3 , de r 8 à v lf 
de ti à r 2 par des arcs supérieurs à tz. Les côtés sont dans ce cas itz — & 19 
27r — a 2 , 2rc — a 3 , et les angles A v A 2 , A 3 ou, en appelant une rotation 
positive lorsqu'elle est contraire à celle des aiguilles, 21: — A x , 2-k — A 2 , 
27t — A 8 . On peut encore aller de r 2 à r 3 par un arc inférieur, de r 3 à t x et 
de Xi à»r 2 par des arcs supérieurs à -tt ; les côtés sont alors ^ , 27r — a 2 , 
27t — a 3 et les angles A 19 tc + A 2 , tt + A 3 ou en changeant le sens 
positif de la rotation 2it — A l9 ?r — A 2 , it — A 3 . En continuant de cette 
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manière on trouve seize triangles de Môbius. Huit d'entre eux ont les 
éléments 

Al 9 ^2 9 ^8> 



a t , 27T— a 2 , 27:— a 8 \ /27c— a t , a 2 , 271—33' 

2tc-A 15 7t-A 2 , 7r-A 3 /' ^tt-A^tc-A^tc-A^' 



/27r-a l5 27c— a 2 , a 3 \ 

\7r-A 1 ,7C-A 2 , 27C-A 3 /' 

(A) 

/2'K-a 19 a 2 , a 3 \ / a x , 27t-a 2 , a 3 \ / a x , a 2 , 2rc-a3\ 

\ A 19 tc+A 25 7c+A 8 / Wa i9 A 2 , 7c+A 3 / \7r4-Aj, 7r+A 2 , A 8 / 

'27c— aj , 27T— a 2 , 27c— a 3 \ 

k 27t— Aj, 27C— A 2 , 27T— A 3 / 

tandis que pour les huit autres ils sont : 



( 



a i ? a 2 ? a 3 

27T— A 1? 27C— A 2 , 27C— A 3/ 



/ a x , 27t-a 2 , 27c-a 3 \ /2-K-a^^ , a 2 , 2it-a 3 \ /^Tr-ai , 2?r-a 2 , a 3 \ 

\A l , 7C+A 2 , 7C+A 3 / \ TT+Aj , A 2 , 7c4-A 3 /' \ 7C+A! , 7U+A 2 , A 3 /' 

(B) 

^Tr-ai , a 2 , a 3 \ ( z x ," 2?c-a 2 , a 8 \ / a t , a 2 , 27t-a 3 \ 

\27C— A 1? 7C— A 2 , 7C— A 3 / \7C— A 1? 27C— A 2 , 7U— Ag/ \7C— Aj , 7C-A 2 , 27T— A 3 / 

27c— a x , 27T— a 2 , 27T— a 3 \ 
Aj , A 2 , A 3 / 

E. Study, dans un très remarquable travail, intitulé Sphârische 
Trigonométrie, orthogonale Substitutionen und elliptische Functionen, 
Leipzig 1893, prouve qu'il faut étendre encore la conception du triangle 
sphérique au delà de celle de Môbius. En ajoutant aux côtés et aux angles 
d'un des seize triangles obtenus, que nous voulons indiquer par A : 

2n 1 7c , 2n 2 7c , 2n 3 7r 

2Vj7C , 2V 2 7T , 2V 3 7C , 

où les ni et les vi sont des nombres entiers quelconques, on obtient une 
infinité de triangles du même type. Parmi ces triangles du même type il 
faudra cependant distinguer comme nous le verrons plus tard, entre ceux 
pour lesquels n x + n 2 -f- n 3 + v t H- v 2 + v 3 == o (mod. 2), 

et ceux pour lesquels n x + n 2 + n 3 -f- *i -f- v 2 + v 3 = 1 (mod. 2). 
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Les premiers appartiennent à l'ensemble des triangles propres 
{eigentliche Dreiecke) si A est un triangle du groupe (A) et à celui des 
triangles impropres (uneigentliche Dreiecke) si \ est du groupe (B). Les 
autres, par contre, appartiennent à l'ensemble des triangles propres 
si A est du groupe (B) et à celui des triangles impropres, si A est du 
groupe (A). 

20. Nous nous occupons d'abord du triangle (fig. 7), dont les côtés 

et les 




3^, a 2 , a 3 



ou a 23 , a 31 , a ia 



angles extérieurs correspon- 
dantsA 1 ,A 2 ,A 3 ouA 23 ,A 81 , A 12 
sont inférieurs à rc. Les vec- 
teurs Ii 9 I2 » I3 des côtés for- 
ment un nouveau triangle, le 
triangle polaire, dont les 
côtés sont A 23 , A 31 , A 12 et les 
angles extérieurs a 23 , a 81 , a 12 . 
Si l'on se rappelle, que les 
ti et les ïi sont des vecteurs- 
unités, on voit facilement 
qu'en appliquant les propriétés 
du produit scalaire on obtient 



r 2 f 3 = cosaj 


Vi = cosa 2 


tjtg = cosa s 


<3o) 


hh = cosA i 


I3Ï1 = cosA 2 


IJf = cosA 3 


(3i) 



tandis que celles du produit vectoriel fournissent les équations ! : 

\ r 2 t 3 = sin a x l : \ t s t t = sin a 2 1 2 ^ t A t 2 = sin a 3 I3 (32) 
Y^Ig = sin Aiti Ylgtj = sinA 2 r 2 \ ï x l 2 = sin A 3 t 3 (33) 

Les relations indépendantes entre les six scalaires a x a 2 a s , A ± A? A 3 
et les six vecteurs-unités fi,f 2 , t 3 , l x , l 2 , Ï3 sont au nombre de neuf 2 . 



1 La direction du vecteur-unité \ x du premier côté est la même que celle de Vr^:,, 
mais ce dernier n'est pas un vecteur-unité ; son tenseur est sin a M , a^ étant le plus 
petit des deux arcs entre r 2 et r a . 

» Les équations (33) résultent des équations (3o-32). 
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L'élimination des six vecteurs-unités conduit à trois équations indépen- 
dantes entre les ai et les Ai . Cette élimination peut s'effectuer de la manière 
suivante. En formant des produits scalaires, nous tirons des deux pre- 
mières équations de (32) et (33) : 

\W\*s*i = sina i sina 2 • U* i \J2I3VW1 = sinAjSinAj . V& 
qui pouvant d'après (23) s'écrire : 
Vg-tsti— f 2 r 1 .f 3 t3 = sina 1 sina 2 .l 1 I 2 ; ï,lg A^— I 2 ï 1 .I 3 I 3 =sinA 1 sinA 2 .r 1 r ï 

* 

donnent, lorsqu'on tient compte de (3o) et (3i), les formules fondamen- 
tales de la trigonométrie sphérique 

cosaj cosa 2 — cosa 8 = sina x sina 2 cosA 8 
cos A x cos As — cosA 3 = sinAj sin A 2 cosa 3 . 

21. Les équations du paragraphe précédent subsistent, lorsqu'au lieu 

du triangle : 

( a i 9 a 2 9 a s 9 Aj , A 2 9 A S ) 

on prend un autre des triangles de Môbius , par exemple : 

(2tt — a^ a A , a 2 , a 8 ; Aj , tt -f- A 2 ? A 2 , w -i~A 8 - A 3 ). 

» 
Dans ce cas, le vecteur du premier côté devient l t = — 1 9 car la 

distance de r 2 à t 3 est parcourue dans le sens opposé; les vecteurs des 

deux autres côtés restent Ij et lg . Pour faire coïncider le second côté 

avec le troisième, le troisième avec le premier etc., il faut faire des 

rotations positives A l9 A;,Ai . 

Introduisant al, A;, Ai et li dans les équations (3o-33) nous 

obtenons 

t 2 t 8 = cos a t r 8 f x = cos a 2 ^f 2 = cos a s 

Ijjg = cosA x 1& = cosA 2 lxl 2 = cosA 3 

Y Va = sinaX ^tfa = sina^ ^r^ = sina^ 

y^ = sinA^ y^ = sinA 2 r 2 y^l 2 = sinA 3 r 8 . 

Ces relations entre les éléments du nouveau triangle ne diffèrent en 
rien de celles qui ont été trouvées plus haut. L'élimination des vecteurs- 
unité conduira donc à des équations identiques. 



— 18 — 



21 bis . En dernier lieu prenons le triangle 



(27T — 8L} 



«*! ? a 2 > 



a< 



* ' r 

21Z— k x ~ k x , 7C— A 2 --- A 2 , 7T— A, A3) 



dont les côtés sont les mêmes que ceux du triangle précédent, mais dont 
les angles sont obtenus en changeant le sens de la rotation. Les vecteurs- 
des côtés sont de nouveau II , U et U . En introduisant al , Ai , A; , Ai 
et tl— — ti , t'ï = — f 3 , ri = -ts dans les équations (3o-33), nous obtenons 



» t 1 

*8*3 == cosaj 


r 8 r t ==- cosa 2 


*i*2 — cosa 3 


Iglg = cosAi 


Islx = cosAj 


ïila = cosA 3 


\r 2 r 8 = sina^ 


\titi = sina^ 


\ tit 2 = sin a 3 Ï3 


\ï2Ïs = sinAiti 


ylgli = sinA 2 r 2 


\ïiÏ2 = sinA 8 t,' 



Ces relations ont la même forme que celles obtenues au para- 
graphe 20. Elles conduisent donc, par l'élimination des six vecteurs-unités 
aux mêmes formules fondamentales. En agissant pareillement pour les 
autres triangles de Môbius on démontre sans peine que, pour tous, les 
éléments satisfont aux mêmes équations fondamentales. 

Le triangle, dont il a été question en dernier lieu, est associé aux 
vecteurs ri, ri, ri ; ï;,Ï2,l 3 , le précédent a ri,r*,r s ; 11,1*, ï 3 et celui du 
§ 20 a ^ , r 2 , r 3 ; \\ ♦ *2 > *3 • 

22. Nous indiquons brièvement quelques-unes des principales for- 
mules de la trigonométrie sphérique, dont nous aurons besoin dans la 
suite, et qui se déduisent facilement des équations fondamentales (34). 
Elles doivent leur grande symétrie au fait, qu'au lieu des angles intérieurs 
elles contiennent les angles extérieurs du triangle sphérique : 



En ajoutant =F 1 à la valeur de 
cosA 3 tirée de (34) on obtient en 
posant : 

3i "T" a« "T~ cio "~ 2 S. 

les équations 

. . A a sin s sin (s — a ft ) 
sin* — ? = v 3/ 



*A 3 
cos 2 — = 



2 

a. 

2 



tang 2 ^? = 



sina 1 sin % 

sin (s — a x ) sin (s — a 2 ) 

sina x sin a 2 

sin s sin (s — a 8 ) 

sin (s — a x ) sin (s — a 2 ) 



En ajoutant =F 1 à la valeur de 

cosa 3 tirée de (34) on obtient en 

posant : 

Aj 4- A 2 4- A 3 -- 2 S. (35) 

les équations 



• 2 a 8 _ sin S sin (S — A 3 ) 
2 sin A t sin A 2 

cos* ^ = sin ( s ~ A i) sin ^ s ~ A ») 
2 sinA x sinA 2 

t* na t a s sin S sin ( S ~ A ^ 
wng T-sinCS-AJsinCS-A,) 



(36) 

(37) 
(38) 



•Tï* '.«". *■ W~r 
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Quatre fois le produit des deux 
premières fournit : 

sin^j sin 2 a 2 sin 2 A 3 
= 4sinssin(s— aj)sin(s-a 2 )sin(s— a 3 ) 

Il s'ensuit à cause de la symétrie 
du second membre 

sin 2 aj sin 2 a 2 sin 2 A 3 
= sin 2 a 2 sin 2 a 3 sin 2 Ai 
= sin 2 a 3 sin^ sin 2 A 2 

Les racines carrées de ces ex- 
pressions ne sont pas seulement 
égales en valeur absolue ; elles ont 
encore le même signe, car si nous 
prenons un quelconque des seize 
triangles de Môbius, p. ex. 

27T— ai - a', , a? , a 3 

Ai , w+A»- Ai , tt+A 3 - Ai 

nous voyons sans peine que les 
trois expressions sin a t ' sin a 2 sin A 3 ', 
sina 2 sina 3 sinAj, sina 3 sina 1 / sinA 2 / 
sont toutes positives. 

Posant donc 

sina 1 sina 2 sin A 3 
= sin a 2 sin a 3 sin A t = D 

nous obtenons de (39) : 

D 2 = 4sins 8111(8—3!) sin (s— a 2 ) sin(s— &,) 



Quatre fois le produit des deux 
premières fournit : 

sin 2 Aj sin 2 A 2 sin 2 a 3 = (39) 
4sinSsin(S-A 1 )sin(S— A 2 )sin(S— A 8 ) 

Il s'ensuit à cause de la svmétrie 
du second membre 

sin^ sin 2 A 2 sin 2 a 3 
= sin 2 A 2 sin 2 A 3 sin 2 aj 
= sin 2 A 3 sin 2 A x sin 2 a 2 

Les racines carrées de ces ex- 
pressions ne sont pas seulement 
égales en valeur absolue; elles ont 
encore le même signe, car si nous 
prenons un quelconque des seize 
triangles de Môbius, p. ex. 

2ir— a! al a* , a 3 

Ai , 7:-fA*-A;, rc+As-Ai 

nous voyons sans peine que les 
trois expressions sinAj sinA 2 ' sina 2 , 
sinA 2 'sinA 3 'sina 1 ',sinA 3 'sinA 1 sina 2 , 
sont toutes négatives. 

Posant donc 

sin A l sinA 2 sina 3 
= sin A 2 sin A 3 sin a t = =A (40) 

nous obtepons par (3g) : 
A 2 :-4sinSsin(S-A 1 )sin(S-A 2 )sin(S-A 8 )(H) 



28. Les équations (40) conduisent immédiatement à la conclusion 

sin A! ___ sin A 2 __ sin A 3 
sina x sina 2 sina 3 

Le rapport M est le module du triangle sphérique. Son introduction 



(42) 



dans les équations (40) donne les relations : 

D 1 



sina t sina 2 sina 3 M sinA t sinA 2 sinA 3 

dont le quotient nous apprend enfin que 

M = 4 • 



(43) 



(44) 
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24. On aurait pu arriver aux équations du paragraphe précédent 
d'une autre manière. En appelant h 19 h 2 , h 3 les plus petites distances 
des sommets aux côtés opposés (fig. 7), nous avons d'après (29) : 

l^j = sinhj Ïa = sinh 2 ^ = sinh 3 

ïit 2 = hh =0 l$ 3 = l 2 rx = o - 1^ = ïg*. = o 

de sorte qu'en multipliant scalairement les équations (32) par t t , r* , r :J 
et les équations (33) par lul^l* nous obtenons (21) : 



t t ]V 2 ti = sin a t sin h x = sin a 2 sin h 2 = sin a 3 sin h 3 
ïj y Igïg = sin A x sin h t = sin A 2 sin h 2 = sin A 3 sin h 3 

d'où nous tirons par division 

sin Ai __ sin A 2 __ sin A 3 __ l t y ^(3 
sinaj — sfn~a 2 ~~ ~sTnà 3 ~ ~ j^T " 



(46) 



(47) 



Remarquons ^en passant que dans le cas d'un triangle sphérique 
rectangle, si A 3 = ^ , l'équation précédente donne sinaj = sinAx sina 3 
et sina 2 = sinA 2 sina 3 . (48) 

25. Les résultats du paragraphe précédent subsistent pour tous les 
triangles de Môbius. Prenons par exemple celui dont les éléments sont 

(2i:—a i -. £ 8l[ , a 2 , a 3 ; 2*— A x A i9 *— A 2 - A 2 , *— A 3 A 3 ) 



» » » ^ » 



et qui est associé (§ 2i bis ) aux vecteurs r 15 f 2 ,t 3 , Ii,t 25 l 3 . L'introduction 
de ses éléments et vecteurs dans les équations (47") donne 

sinA x sinA 2 __ sinA 3 ïiV^t 

sin a; ~~ sin a., "" sina» "" ;\Lv 
j - »> Xi y r 2 v 3 

ce qui prouve, que dans ce cas encore le module est égal au rapport des 
« sinus des angles trièdres » : ïi\t 2 l 3 et rî \riri . 

Combinant cette expression pour le module avec celle qui est donnée 
par l'équation (44) 

M = A = k&i 

D tiVVs 

on démontre sans peine l'égalité des numérateurs comme celle des 
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dénominateurs. En effet, dans les triangles-rectangles obtenus par la 
construction de h ly nous avons 

sin h t == sinA 2 sina 3 = sinA 3 sina 2 
ce qui, substitué dans les équations (46), donne 

*i\ï2f 3 = sin ai sina 2 sinA 3 et ïi\^I^ = sin A t sinA 2 sina 3 (49) 
ou enfin à cause des équations (40) : 

Ces égalités existent pour tous les triangles de Môbius, pourvu qu'on 
se serve dans chaque cas spécial des vecteurs associés au triangle en 
question. 

25 bis . Les valeurs D et A jouent un grand rôle dans ce qui suit. 
C'est pour cela que nous allons leur donner une autre forme encore. 
Pour simplifier posons dorénavant : 



cosajk - Cik 
cos Aik Cik 

Nous avons alors d'une part 
par l'identité (22) 

(VtiYtâts) 2 = (9A — c 3 r 3 ) 2 

- 2 C1C2C3 , 



sin aik Sik 

sin Aik =- Sik 



(50 



t 2 
= 0» + c 3 



d'autre part, en nous servant de 
l'identité (24) 

(VtiYt^) 2 = ( Yv a )* - (tiYt*,) 2 

= 1 — cî— (tiV»*) 2 

Donc, en combinant ces deux 
équations : 

t*l\ V«) 2aïS I — CÎ — C* — C3+ 2C,C*C 3 



ou encore : 



D 2 = (r l Yr 2 t 3 ) 2 = 



C ll C 12 C 18 
C|2 C^2 C2 3 



C 13 Ç-23 C 38 



vu que c n cosaii = 1 



Nous avons alors d'une part 
par l'identité (22) 

(YïiVi.U'-iCA-cy,)» 

$ t 

= V-»2 ~T" v-«3 2 i^0\ \^t \-#3 , 

d'autre part, en nous servant de 
l'identité (24) 

(Tii\U) 2 = (\U) 2 - (LYw,) 2 

Donc, en combinant ces deux 
équations : 

(îtYw.) 2 - 1— c'— cî-c;+2C,c.c, 



ou encore : 

A 2 = (kWl*)* = 



Cn ^12 ^-13 

Ci 2 c 22 c 23 

C13 C 23 C3 3 



(52) 



vu que C n cos An = i 
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26. Les formules trouvées jusqu'ici sont du premier ordre, c'est- 
à-dire qu'elles s'appliquent à tous les triangles de Môbius et par là même 
à ceux de Gauss-Study, parce que ces derniers sont obtenus en ajoutant 
aux angles et aux côtés des premiers des multiples quelconques de 2?r. Nous 
arrivons maintenant en suivant Study à des formules du second ordre, 
qui pour deux catégories de triangles prennent des formes différentes. 

En nous servant des équations (36) et (37) nous avons d'abord : 

sin -g A 2 cos -7 A 8 _ s i n ( s—a., ) cos T A 2 sin t 2 A 8 __ , s in (s— a 3 ï 



= — » 



sin y Ai sina t sin^-A, sinai 

Les coefficients et p' qui représentent l'unité positive ou négative 
sont simultanément ou positifs ou négatifs dans les deux formules, car si 
on les multiplie en tenant compte des relations (36-44) on trouve pp' = 1, 
donc p = p'. En prenant leur somme et leur différence, on obtient deux 
des formules de Delambre : 

sin-2-(A 2 4-A : j) cos ~ 2 (a 2 — a 3 ) sin-^ (A 2 — A.,) sin y(a 2 — a :i ) 



» -- 



sin y A, cos 77 ai sin 2 A, sin-g-aj 



(53) 



En les divisant membre à membre sur les équations : 

sinA 2 -t- sinA 3 sina 2 -h sina 3 sinA 2 — sinA 3 sina 2 — sina 3 

sin Ai sina t sin Aj sin a! 

qui résultent immédiatement de (42) on en trouve deux autres : 

cos .i (A., — A s ) sin - 2 (a* -f- a 3 ) 

— ~—r: — 1== ? — r-f ~ 

cos^-Aj sin — a t 

cos 2 (A* -I- A :î ) cos -j (a 2 -ha.,) (53 ,s ) 



et 



1 A k 1 

cos 2 Aj cos -2 a x 



Examinons maintenant la valeur de p pour un des triangles de 
Môbius, par exemple pour celui dont les éléments sont 

2 7: — s i , a 2 , a ;{ \ 

Aj , it + A 2 , h + aJ 

On voit sans peine que cette valeur ne peut être que -f- 1 , et si Ton 
forme par permutation cyclique les huit autres formules de Delambre, on 
trouve que dans celles-là encore p est égal à -f- 1 . Le triangle examiné est 
un des huit triangles de Môbius formant (§ 19) le groupe A. Pour tous les 
triangles de ce groupe-ci on trouve p = 1, tandis que pour les huit autres 
formant le groupe B on trouve p = — 1 . Nous voyons donc pour la 
première fois une différence dans les propriétés des triangles des deux 



1 
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groupes. Un simple coup d'œil sur les formules (53) et (53 bis ) nous 
apprend qu'en augmentant un des angles Ai ou un des côtés ai de 2*, 
le coefficient p change de signe. Si donc, pour former des triangles de 
<ïauss-Study du même type, on augmente les trois côtés de 2ni7t et les 
trois angles de 2vi7t, le signe de p changera lorsque la somme des ni et v; 
est impaire, tandis qu'il reste le même lorsque cette somme est paire. 
Nous obtenons ainsi de chaque type des triangles A ceux pour 
lesquels p reste égal à i (triangles propres") en ajoutant aux côtés et aux 
angles des multiples entiers de 2* tels, que 

n t -h n 2 4- n 3 4- v t + v 2 4- v 3 o (mod. 2) 

et ceux pour lesquels p = — i (triangles impropres), lorsque 

n x + n 2 4- n 3 4- v^ 4- v 2 4- v 3 - î (mod. 2) 

Les triangles B par contre deviennent impropres lorsque cette somme 
est paire et propres lorsqu'elle est impaire. 

Les triangles propres d'un type peuvent tous, en ôtant un nombre 
pair de fois 2ir de la somme des angles et côtés, être réduits à un seul 
triangle, qui est le triangle propre réduit de ce type. Il en est de même 
des triangles impropres de ce type. Comme il y a seize types, il y aura 
en tout seize triangles réduits propres et seize triangles réduits impropres. 

Study * démontre le théorème intéressant, qu'un triangle propre peut 
-être transformé d'une façon continue de manière à donner tous les autres 
triangles propres ; qu'il en est de même pour tous les triangles impropres, 
mais qu'il est impossible de transformer de cette manière un triangle 
propre en un triangle impropre. 

Dans tout ce qui suit nous nous servirons toujours du triangle 
d'Euler, c'est-à-dire du triangle dont les côtés et les angles sont inférieurs 
-à *. Pour celui-là le p des formules de Delambre est égal à +i. 



27. En nous rappleant que 



sin S = siny (A 2 4-A 3 )cosyAj sin s = siny (a 2 4-a 3 )cosy a x 



En nous rappelant que 



4- cos y (A 2 4- A 3 ) sin y Aj 

nous arrivons par l'application des 
formules (53), (53 bi *) et (40) à 

sm S = — 



4- cos y (a 2 4- a 3 ) sm y a t 

nous arrivons par l'application des 
formules (53 bis ) et (40) à 



«1 a») a<> 

4 COS y COS -y COS -y 



sin s = 



A t A., A, 

4COSy COS y COS-^ 



1 Sphârische Trigonométrie, orthogonale Substitutionen und elliptische Func- 
tionen, % 6, p. 109. 



De même on trouve en partant de 
sin(S — Ai) = sin y (A 2 4- A 3 ) cos ^ A x 

— cos -g (A 2 -f A 3 ) sin -% A x 

l'équation 

D 

sin (S— A t ) = 



**1 **2 • *^ 

4COs-^sinYsm ~ 

28. Cherchons la valeur abso- 
lue E du vecteur 

Vr 2 r 3 4- Wi + Vtit 2 = Eto 

Pour le carré de ce vecteur, qui 
est en même temps le carré de sa 
valeur absolue, on trouve d'abord : 

(Vr 2 r3)V(Vt3t 1 ) 2 + (Vr 1 t 2 ) 2 

ensuite en simplifiant à l'aide des 
identités (23) et (24) et des équa- 
tions (3o) 

E 2 = 3 — Ci — c, — c 3 

+ 2C2C 3 + 2 Cjq + 2C X C 2 - 2C A - 2C 2 - 2C 3 ; 

de sorte qu'on a encore (52) 

E 2 — D 2 = 

^^(ï-Cl-Câ-^^ClC.i+^Ca+Ç.^-CiC^) 

= 2(1— q)(i— c>)(i— c 3 ) 

sin 2 — sin 2 — sin 2 - 
222 

29. Le vecteur que nous venons 
d'examiner a une signification géo- 
métrique bien simple; il détermine 
sur la sphère le centre du cercle cir- 
conscrit au triangle t^ts • 

En effet, lorsqu'on forme son 
produit scalaire avec tj,r 2 ,t 3 , on 
trouve (21) 

h\hh = E *ot! = Etot, = Etot { 
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De même on trouve en partant de 
sin (s — a t ) = sin y (a 2 -f- a 3 ) cos -% % 

— cos -2 (a 2 4- a 3 ) sin -j a x ' 

l'équation 

A 

sin (s— a^ = — 



A* . A 2 . A3 
4COs-2 L sin-2 £ sin-g- 



Cherchons la valeur absolue ou 
tenseur H du vecteur 

Pour le carré de ce vecteur, qui 
est en même temps le carré de sa 
valeur absolue, on trouve d'abord r 

(Vttr+tvwr+fYtt) 1 % 

ensuite en simplifiant à l'aide des 
identités (23) et (24) et des équa- 
tions (3i) 

+ 2C 2 C 3 + 2C 3 C, + aQC, — 2Q — 2C 2 — 2C* 

de sorte qu'on a encore (52) 

H 2 — A 2 = 

2(1-0! -(VC3+ Q Q i-CjCj+QC, -C, CjC 3 ) 

= 2(1-0,) (.-C 2 )(i-C 3 ) 

= lôsin^sin^sin 2 ^ (56) 
2 2 2 • ' 

Le vecteur que nous venons 
d'examiner a une signification géo- 
métrique bien simple; il détermine 
le centre du cercle inscrit du tri- 
angle r^t» . 

En effet, lorsqu'on forme son 
1 produit scalaire avec i^l^ls ori 
1 trouve (21) 

ïiYUs = Hrili = Htil 2 = Htil 3 
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ce qui montre, que le •.vecteur en 
question fait avec les vecteurs des 
sommets des angles égaux ; il appar- 
tient donc au centre du cercle cir- 
conscrit. 

D'ailleurs si nous appelons R le 
rayon sphérique de ce cercle, l'équa- 
tion précédente donne 

*iY* 2 *s = EcosR 
de sorte que nous avons 

D D 2 
cos R == -p ou cot 2 R = p 2 p. 2 

et enfin (56) : 

COt R = - 



D 



l 2 



a. 



4Sin-y sin 2 sin 2 ' 
On voit donc que le vecteur 

Y*2*8 — 7*8*1 — \v* étant à des 

distances égales de — ?i,*2>*s dé- 
termine le centre du cercle circons- 
crit au premier triangle adjacent. 
Si Ri , R 2 , Rjj sont les rayons de 
ces cercles pour les trois triangles 
adjacents, nous avons : 

D 
cot R a = — 



cotR2 = 



cotR 8 = 



a<i a» 3q 
4SinYCOS- 2 cos-y 

D 



ai 



a* 



4Cos- 2 sin yCOS 2 
D 



a, 



3 



4COS-2 cos^sin-<r 

de sorte, qu'avec (57), (40) et (44) 
nous obtenons : 

4 cot R cot R x cot R^ cot R 3 = 
D* 



2 ; 



sin^ sin z a 2 sin J a 3 



= D 2 M 2 = A 2 



ce qui montre (29), que le point en 
question n est à égales distances 
des trois côtés ; c'est donc le centre 
du cercle inscrit. 

D'ailleurs si nous appelons r le 
rayon sphérique de ce cercle, l'équa- 
tion précédente donne (29) 

ïi Y M* = Hsinr 
de sorte que nous avons 



sinr = ÎT ou tg 2 r = fp: 

et enfin (56) 

A 

tgr = - 



. A« . A«» . A* 



A 2 



(57) 



4Sin-g i sin 2 



2 



On voit donc que le vecteur 

YI2Ï3 — YWi — VI1I2 étant à des 
distances égales des trois droites 
— ïiîkjïs détermine le centre du 
cercle inscrit au premier triangle 
adjacent. Si r i , r 2 , r 3 sont les rayons 
de ces cercles pour les trois triangles 
adjacents, nous avons : 

A 

tg *! = 



...Ai 



4sin- 2 -cos 2 



Ao Au 

cos T 3 



tgr 2 = 



tgr 3 = 



**1 • ^*2 "3 

4 cos ~y si n ~y cos -j- 



A7 



4 COS -^ COS 2 



A 2 . A, 



de sorte, qu'avec (57), (40) et (44) 
nous obtenons : 

4 tgr tgr x tgr 2 tgr 3 = 

A 4 A- 

= — = D* (58) 



sin 2 A 1 sin 2 A 2 sin s A 



M : 



CHAPITRE II 



30. Le vecteur d'un point P qui 
«n général n'est pas un. vecteur- 
unité, et que nous écrirons donc 
x 4 r peut être décomposé d'après les 
trois vecteurs qui déterminent les 
sommets du triangle de référence 

(fig- 7)- 

En supposant que les tenseurs des 

trois composantes soient m A , m.,, m 3 , 

on obtient 

x 4 r = m^x 4- m 2 r 2 -4- m 8 t 8 

ou après introduction de trois cons- 
tantes fa différentes de %éro 

x 4 r = ^x^ 4- «x 2 x 2 t 2 4- fi»x 8 r 8 



Le vecteur d'une droite p qui 
en général n'est pas un vecteur- 
unité, et que nous écrirons donc 
u 4 I peut être décomposé d'après 
les trois vecteurs qui déterminent 
les côtés du triangle de référence 

(fig- 7)- 

En supposant que les tenseurs des 

trois composantes soient n 19 n 2 ,n 39 

on obtient 

u 4 I = n^ 4- n 2 l 2 4- n 8 I„ 

ou après introduction de trois cons- 
tantes vi différentes de \éro 

uj = v^jïi 4- v 2 u.X 4- v 8 u 3 t 3 (5g) 



31. Les nombres x 3 ,x 2 ,x 8 ou un 
multiple quelconque positif de ces 
nombres déterminent complètement 
la position du point par rapport au 
triangle ; nous les appelons les coor- 
données projectives du point par 
rapport au triangle de référence. 

32. Soit pour une courbe sphé- 
rique 

f (XjXjjX.j) = o 

la relation algébrique, qui doit 
exister entre les coordonnées d'un 
point P, pour que ce point soit sur 



Les nombres u 19 u 39 u 8 ou un 
multiple quelconque positif de ces 
nombres déterminent complètement 
la position de la droite par rapport 
au triangle; nous les appelons les 
coordonnées projectives de la droite 
par rapport au triangle de référence. 

Soit pour une courbe sphérique 

f (UjU^jU.,) = o 

soit la relation algébrique, qui doit 
exister entre les coordonnées d'une 
droite p, pour que cette droite soit 



■ •-* ■: r 
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la courbe. Cette équation doit néces- 
sairement être homogène. En effet, 
soit P un point quelconque de la 
courbe; ses coordonnées qui sont 
yiy 2 y 8 ou encore, si p est un nombre 
positif quelconque pyi,py2,py.3 sa- 
tisfont à l'équation f (x 1 x.,x a ) = o . 
Nous avons donc 

f(yiy 2 y3) = o et f(py 1 ,py 2 ,py JI ) = o 

quelle que soit la valeur positive 
de p et quel que soit le point choisi. 
•Cela n'a lieu que si l'équation 
f (x 1 x 2 x a ) = o est homogène. 

Or, si l'équation est homogène, 
-elle sera également satisfaite par 
tout multiple négatif des nombres 
y 1 y 2 y 3 , ce qui nous prouve que 
lorsque le point P est sur la courbe, 
le point opposé y est aussi. Tout 
système y^y,, satisfaisant à l'équa- 
tion f( i x 1 x 2 x. î ) = o nous apprend 
par conséquent que le point 

•et le point opposé 

— V-iYih — \hVttt — \hYsh 
satisfont à la courbe. 

33. Le vecteur \l 1 \ 1 x 1 4- p 3 x 2 r 2 
4- {A»x 3 t 3 ne sera pas en général un 
vecteur-unité. Pour en trouver la 
valeur absolue, que nous appelons 
x 4 nous élevons au carré les deux 
membres de l'équation 

x 4 r = frx^, -f ^>x 2 t 2 4- [A 3 x 3 tt 

Nous obtenons ainsi (3o) : 

* 8 2 2 2 3? 2 

X 4 = |l,Xi -h UL 2 X S -h H3X3 

2a t {jL 2 COSa 12 XjX;, 4- 



tangente à la courbe. Cette équation 
doit nécessairement être homogène. 
En effet, soit p une tangente quel- 
conque de la courbe; ses coordon- 
nées qui sont v x v 2 v 3 ou encore si p 
est un nombre positif quelconque 
pv,,pv 2 ,pv 8 satisfont à 1 équation 
f (u^Ug') = o. Nous avons donc 

f(v 1 v 2 vV) = o et f (pv x , pv 2 , pv 3 ) = o 

quelle que soit la valeur positive 
de p et quelle que soit la tangente 
choisie. Cela n'a lieu que si l'équa- 
tion f(u 1 u 2 u 3 ) = o est homogène. 
Or, si l'équation est homogène, 
elle sera également satisfaite par 
tout multiple négatif des nombres 
VjVjjV,, ce qui nous prouve que 
lorsque la droite p est tangente à la 
courbe, la droite opposée Test égale- 
ment. Tout svstème v,v.,v., satisfai- 
sant à l'équation f^u-jU,,) = o nous 
apprend par conséquent que la droite 

V 1 V 1*1 + v 2 V 2 t> + VjjVslj, 

et la droite opposée 

— V'iïi — v 2 v 2 L — v 3 v 3 t 3 
sont tangentes à la courbe. 

Le vecteur v 1 u 1 ï 1 + v 2 u 2 l 2 -4-v 3 u 3 ï 3 
ne sera pas en général un vecteur- 
unité. Pour en trouver la valeur 
absolue, que nous appelons u 4 , 
nous élevons au carré les deux 
membres de l'équation 

U 4 l = v^l, 4- v 2 U 2 l 2 + VgUjj^ 

Nous obtenons ainsi (3i) : 



2 2 2 2 2 2 2 

u, = v x Ui 4- v 2 u. 4- v ; ,u 3 
2 7^ cosA 12 ^a, 4- ••• 



(60) 
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et en divisant le vecteur par la ra- 
cine carrée positive ou négative du 
second membre, nous en faisons 
les vecteurs-unités des deux points, 
diamétralement opposés dont x^Xg 
sont les coordonnées. 

34. La forme quadratique (60) 
se rencontre très souvent ; c'est pour 
cela, qu'en posant 

wki (Ai [ik COS aik toik 

nous l'écrivons : 

* 2 * 

«11 Xl -f- (OftX* + (O33 X 3 

■+- 20> 12 X 1 X 2 -f- 2a> 2:J X 2 X 3 + 2«t>8l x 3 x l 

ou plus brièvement 

oj(x 1 x 2 x 3 ) ou w(xx) . 

35. Il est important de se de- 
mander ce que deviennent les coor- 
données d'un point P, lorsqu'il 
prend différentes positions par rap- 
port au triangle de référence. En 
examinant cela nous supposons po- 
sitives les constantes jjlj , dont nous 
savons déjà qu'elles sont différentes 
de zéro. 

On voit sans difficulté que le 
point est dans ce cas dans Tinté- 
rieur du triangle v l9 V* 9 V 3 ou du 
triangle opposé — r, , — 1 2 , — r 8 , 
lorsque les trois coordonnées ont le 
même signe. 



Si, par contre, le signe de la pre- 
mière coordonnée diffère de ceux 
des deux autres, le point qui peut 
s'écrire (x,yi (—ri) 4- H4>y 2 r 2 4- t^y 3 r : i 



et en divisant le vecteur par la ra- 
cine carrée positive ou négative du 
second membre, nous en faisons 
les vecteurs-unités des deux droites, 
dont u 1 u 2 u 3 sont les coordonnées, 
et qui ne diffèrent que par le sens 
dans lequel elles sont parcourues. 

La forme quadratique (60) se 
rencontre très souvent; c'est pour 
cela, qu'en posant 

Uki vivkCOsAik Qik (6i> 
nous l'écrivons : 

U„ u x 4- Q„ul 4- U 3 juI (62 Y 

4" 2ii 12 U 1 U 2 4- 2Û 23 U 2 U 3 4- 2Û 3l U 3 U ] 

ou plus brièvement 

U(u,u 2 u 3 ) ou O(uu) . (63) 

Nous allons examiner mainte- 
nant ce que deviennent les coor- 
données d'une droite p, quand 
celle-ci prend différentes positions 
par rapport au triangle de réfé- 
rence, en supposant positives les 
constantes vi , dont nous savons 
déjà qu'elles sont différentes de 
zéro. 

Dans ce cas, le vecteur d'une 
droite dont les coordonnées ont le 
même signe sera à l'intérieur du 
triangle l, 1,1, , et comme la dis- 
tance de la droite à son vecteur 
est * , elle ne coupera pas les côtés 

aJ 

du triangle t^tj eux-mêmes mais 
leurs prolongements (fig. 7). 
1 Si, par contre, le signe de la pre- 
mière coordonnée diffère de ceux 
des deux autres, le vecteur de la 
droite est à l'intérieur du triangle 
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Lorsque la première et la seconde 
coordonnées s'annulent, le point 
fi 3 y 3 r 3 coïncide évidemment avec le 
troisième sommet du triangle. 



— lihh 9 et l fl droite elle-même 
coupera les côtés a 2 et a 3 et le pro- 
longement de a x . 

De même, lorsque la seconde 
coordonnée diffère par le signe des 
deux autres, la droite correspon- 
dante rencontrera les côtés a x et a 3 
et le prolongement de a 2 , etc. 



•sera à l'intérieur du premier tri- 
angle adjacent — ti , r 2 , t 3 ou du 
triangle opposé ti , — T 2 , — 1 3 parce 
que par rapport à ces triangles les 
trois coordonnées ont de nouveau 
Je même signe. Pareillement un 
point, dont la seconde coordonnée 
diffère par le signe des deux autres 
se trouvera à l'intérieur du second 
triangle adjacent tx , — 1 2 , t 3 ou du 
triangle opposé — ti , r 2 -, — 1 3 etc. x 

Pour un point, dont la première Quant aux droites, dont la pré- 

coordonnée est nulle hu 2 v 2*2 + ^3*3 mière coordonnée est nulle, leur vec- 
le vecteur est coplanaire avec r 2 et r 3 ; teur étant de la forme VgV^-f v 3 v 3 lg 
c'est-à-dire que le point est sur le est coplanaire avec ^ et Igj il est donc 
premier côté du triangle. toujours à une distance ~ de t 19 ce 

qui nous montre que toutes ces 
droites passent par le premier som- 
met du triangle. 

Lorsque la première et la seconde 
coordonnées s'annulent, la droite, 
dont le vecteur est v 3 v 8 Jjj coïncide 
évidemment avec le troisième côté 
du triangle, etc. 

Remarquons encore que tout point est déterminé par les rapports de 
ses coordonnées Xi, comme toute droite est déterminée par les rapports 
de ses coordonnées Ui. En effet, si Ton change les Xj, tout en laissant 
leurs rapports les mêmes, le vecteur changera seulement en valeur absolue, 
mais le point qu'il détermine sur la sphère reste le même, etc. 

La droite dont les coordonnées u i 
sont égales est appelée droite-unité. 
Son vecteur étant 

v lll + V A + V 3Ï3 

elle dépend des valeurs attribuées 
aux constantes vi . 



Le point dont les coordonnées Xi 
sont égales est appelé point-unité. 
Son vecteur étant 

il dépend des valeurs attribuées aux 
constantes ai . 



1 Le triangle t lf t if r 3 , le triangle opposé —ru — r 2 , — r 8 , et les trois triangles 
adjacents - t t , r 2 , r s ; r L , — r a , r 3 ; r lf x 2 , — r 8 avec leurs opposés r f , — r 2 , — r 3 ; — r x , r 2 , — r y ; 
— r i» — *«» h ensemble couvrent toute la surface de la sphère. 
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Equation d'une droite. 

36. Pour que le point (x t , x 2 ,x 3 ) 
soit sur la droite donnée (v 1? v 2 ,v 3 ) 
il faut et il suffit que le vecteur du 
point soit perpendiculaire à celui 
de la droite, c'est-à-dire que leur 
produit scalaire 

OlVtïi + v.V.,1, + v 8 V 3 t) 

(jxjXjt! 4- |x 2 x 2 r 2 4- f^ 3 x 3 t 8 ) 

soit égal à zéro. En tenant compte 
des équations (45) nous trouvons 
donc 

jjijVi sin hj . VjXj 4- [jl 2 v 2 sin h 2 . v 2 x 2 



Ws 



sin h« . v*x« = o 



3 A 8 



comme équation de la droite. 



Equation d'un point. 

Pour que la droite (u i , u 2 , u :{ t 
passe par le point donné (y 1 , y 2 , y, ) 
il faut et il suffit que le vecteur de 
. la droite soit perpendiculaire à celui 
du point donné, c'est-à-dire que leur 
produit scalaire 

( v l u l*l + VoUjjÇ 4- v s u 8 y (64) 

: soit égal à zéro. En tenant compte 
; des équations (45) nous trouvons 
donc 

[i 1 v 1 sinhi . y^j 4- fjL 2 v 2 sinh 2 . y^u* 

I + *3 v a sin h 3 . y 3 u 3 = (65) 

i 

! comme équation du point. 



Dorénavant nous supposerons toujours les constantes /iii et ri, qur 
déterminent le point-unité et la droite-unité, choisies de manière à satis- 
faire aux conditions : 



jxjV! = sin Ai ; 4 u 2 v 2 = sin A 2 ; ^v* = sin A 3 

et par là-même (48) aux équations : 

[XjVj sinhi = (x 2 v 2 sin h., = k a 3 v 3 sinh 3 = A 



(66> 



(67) 



L'équation (65) de la droite w 
devient dans ce cas : 

v i x r4- v 2 x 2 4- V3X3 = o 

et celle de la droite-unité par con- 
séquent : 

x i + x > "+" x 3 — ° 

37. Il est évident que réciproque- 
ment toute équation linéaire en co- 
ordonnées ponctuelles 

bjX! 4- b 2 x 2 4- b 3 x 3 = o 



L'équation (65) du point Vi de- 
vient dans ce cas 

y A Ui 4- y 2 u, 4- V3II3 == o (68> 

et celle du point-unité par consé- 
quent : 

u x 4- u 2 4- u 3 = o (69) 

Il est évident que réciproque- 
ment toute équation linéaire en co- 
ordonnées tangentielles 

B^ 4- B 2 u 2 4- B 3 u 3 = o 
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représente une droite, car pouvant 
s'écrire 

( v lMl + **b*k + v 3 b 3^^ 
(i*l X l*l + ftj X 2*2 + 1*8 V 8 ) = O 

elle représente l'ensemble des points 
qui sont à une distance * de 

v i b iïi4" v 3 bJL+ v 8 b 3 t^ 

c'est-à-dire une droite dont (70) est 
le vecteur. 

Pour que les points r', r", r'" 
appartiennent à la même droite 
sphérique, il faut et il suffit que le 
produit scalaire r'\t"r'" soit nul. 

En effet, le vecteur de la droite 
passant par les deux derniers points 
est \t"t" ; le premier point r' ne 
sera sur cette droite que lorsque son 
produit scalaire avec le vecteur de 
la droite est nul. 

Si xi , xi' , xl" sont les coordon- 
nées des trois points, le développe- 
ment du produit scalaire donne 
comme condition : 



x; 


xi 


xi 


xl' 


xi 1 


xï 


■M 




xi" 



= o 



On serait arrivé au même ré- 
sultat en éliminant u,,u 3 ,u 3 des 
trois équations qu'on obtient en 
substituant au lieu des Xi les va- 
leurs x/, xï', x[" dans l'équation gé- 
nérale de la droite 

UjXi 4- u 2 Xj -h u 3 x 3 = o 



représente un point, car pouvant 



s'écrire 



( v l U lll + V 2 U 2*2 + v 3U 3 ïs) = O 

elle représente I'ensembledes droites, 
dont les vecteurs sont à une dis- 
tance ~ de 

•a 

P-i Ba + f/ 2 B 2 t 2 4- [^Bgt, (70) 

c'est-à-dire un point dont (70) est 
le vecteur. 

Pour que les droites l', ï ", l" pas- 
sent par le même point, il faut et il 
suffit que le produit scalaire l'\fT' r 
soit nul. 

En effet, le vecteur du point d'in- 
tersection des deux dernières droites 
est \ l"V" ; la première droite ne 
passera par ce point que lorsque le 
produit scalaire de son vecteur avec 
le vecteur du point est nul. 

Si uî, u|' f u,'" sont les coordon- 
nées des trois droites, le développe- 
ment du produit scalaire donne la 
condition : 



' u 



u 



u; u; 



u 



u 



u 



u.v 



ui" 



= o (70J 



On arrive au même résultat en 
éliminant x l9 x 8 ,x 3 des trois équa- 
tions qu'on obtient en substituant 
au lieu des Ui les valeurs u[, u;',u!" 
dans l'équation générale d'un point 

x x Uj + x 2 u 2 + x 8 u 3 = o 



38. Nous pouvons trouver une autre signification pour les Xi d'un 
point et les Ui d'une droite sphérique en nous rappelant ce qui aux 
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paragraphes (18) et (24) a été dit 
droite. 

Si 

x 4 r = {/.jx^i + jioXjt, 4- t u 3 x 3 r 3 

est un point dont les distances aux 
trois côtés sont l i9 ï 29 l Z9 nous trou- 
vons (67) en multipliant scalaire- 
rnent par I^l,,!,} : 

x 4 sin ? x = p^ sin hj = Ax x : v x 
x 4 sin $ 2 = (ju 2 x 2 sin h 2 = Ax 2 : v 2 
x 4 sin ? 3 = (XgX 3 sin h 3 = Ax g : v 3 



sur la distance d'un point à une 
Si 

Uj = V^l, -4- V 2 U 2 L -f- V3U3Ï;, 

est une droite dont les distances aux 
trois sommets sont 8 15 82,83, nous 
trouvons (67) en multipliant scalai- 
rement par t 19 X 2 ,t s : 

u 4 sin 8 X = v^ sin h x = A^ : f^ 
u 4 sin 8 2 = v 2 u 2 sin h 2 = Au 2 : 1^ 
u 4 sin 8 3 = v 3 u 3 sin h 3 = Au 3 : 113 



ou encore 
Uj : u 2 : u 3 = 



sin ? 



*i 



sin ç* 



__^ . sin g 3 

(ju>sin h 2 ' fx 3 sin h 8 



jxjsin h t 

sin 3] 
VjSinli! ' v 2 sinh 2 ' v 3 sinh { 



sin o 2 



sin 8, 



s 



v 1 sin? 1 : v 2 sinÇ 2 : v 3 sinç 3 . 

(70 
[AjSinBj : p. 2 sin8 2 : 1*3 sin 8 3 . 



Les coordonnées Xi d'un point 
sont donc aussi proportionnelles aux 
produits qu'on obtient en multi- 
pliant les sinus de ses distances aux 
trois côtés par les constantes vj , v 2 ,v 3 . 

39. En utilisant (71), l'équation 
d'une droite 

b l X l + b 2 X 2 + b 3 X 3 = ° 



dans laquelle b 19 b 29 b 8 sont des dans laquelle B 15 B 2 ,B 3 sont des 



Les coordonnées Ui d'une droite 
sont donc aussi proportionnelles aux 
produitsqu'on obtienten multipliant 
les sinus de ses distances aux trois 
sommets par les constantes f*^^,^. 

En utilisant (71), l'équation d'un 



point 



B i u i ■+ B 2 u 2 + B 3 u 3 = o 



constantes connues devient : 
b t sin l t b 2 sin t 2 b 3 sin Ç 3 

H 7î— 1— = O 



constantes connues devient : 
BiSinSj B 2 sin8 2 B 3 sin8 3 



^sin h x [A 2 sin h 2 ' p. 3 sin h. 
ou 
v 1 b 1 sin5 1 4-v 2 b 2 sinÇ 2 -f v 3 b 3 sin? 3 =o 



v 1 sinh 1 v 2 sinh 2 v 3 sinh 3 ' 

ou (73) 

fx 1 B 1 sin8 1 + jjL 2 B 2 sin8 2 -t- ^BgSinBg = o 



CHAPITRE III 



40. La distance sphérique e 
de deux points 

y*t = ma + ^y 2 t 2 + ^ 3 y 3 r 3 

Z 4*' = Pl Z l*l + ^^2 4" f^Zgfcj 

peut se trouver de deux manières 
différentes : i° parla multiplication 
scalaire qui donne le produit des 
tenseurs et du cosinus de s; 2° par 
la multiplication vectorielle, qui en 
valeur absolue donne le produit des 
tenseurs et du sinus de s . 



L'angle <p de deux droites 
sphériques 



W 4 ï' = v 1 W 1 l 1 -+- V 2 W 2 Ï2 -h V 8 W 3 l f 



(74) 



peut se trouver de deux manières 
différentes : i° par la multiplication 
scalaire qui donne le produit des 
tenseurs et 1 du cosinus de <p ,• 2° par 
la multiplication vectorielle, qui en 
valeur absolue donne le produit des 
tenseurs et du sinus de <p. 



En formant le produit scalaire des deux points donnés yi et Zi nous 
obtenons 2 2 f 

Kiyi z i •+■ MA + Ms 2 * 
4- ftfAjj cosa 12 (y^ -f- ya)+ \hH cos a 23 (y 2 z 3 4- y 3 z 2 ) 4- f* 3 |*i cosa 31 (y 3 z x 4- y^) 

ce qui, en utilisant (6r), peut encore s'écrire : 

w nyi z i + w 22y2 z 2 4 w 3 3y3 z 3 + w i2 (ya+ya) + ^23(y2 z 3 + y a) + w 3i(y3 z i + yi z s) 

ou w(zy) - (o(zy) (75) 

- yi( w U Z l 4 *>vA + W 13 Z 8 )+ y 2 (crt 12 Z 1 + w 22 Z 2 + t0 23 Zg)+ Ys(<»lA + ^2A + W 33 Z 3) • 

Cette dernière expression, que nous indiquons brièvement par <*>(yz) 
ne change pas lorsqu'on y remplace les yi par les Zi et inversement, tle sorte 
qu'on trouve pour le produit scalaire <*>(yz) ou <*>(zy). Quant aux tenseurs, 
ils sont d'après les paragraphes (33) et (34) : Vw(yy) et Va>(zz) . La dis- 
tance sphérique e des deux points est par conséquent 

<*>(yz) 



COSe 



V Hyy) <*>( zz ) 



(76) 



1 L'angle de deux droites sphériques est égal à l'angle de leurs vecteurs. 

3 
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On trouve de la même manière pour l'angle <p des droites Vi et Wi : 

û(vw) , . 

cos cp = (77) 

y û(w)û(ww) 

40 bis . En formant le produit vectoriel des vecteurs (74), nous 
obtenons 

iWysV- y&)\ v 8 + HWy 3 zi— yA)Wi+ Pi^fo 2 *— yA)\ v* 

mais nous avons encore par les équations (32), (42) et (66) 

Yi» - sinaA = *j± tl = Cgi ï, 
de sorte que le produit vectoriel peut aussi s'écrire : 

^^p [ v i(y 2 zs— yA)ïi + **(y«v- yA)t + v 8 (yA— yt^] 

Le carré du vecteur entre parenthèses, qui est en même temps le carré 
de sa valeur absolue, est d'après ce qui a été dit aux paragraphes 33 et 34 : 

û (y 2 z 3— y 3 z 2 > y 3 z i— yi z s > Yih—y&ù 

et comme la valeur absolue totale est égale au produit des tenseurs et 
du sinus de s, nous avons enfin 

M 2 .G>(yy).u>(zz).sin 2 £ = (H^H^iYA— Y A ^3*1— yA»yA~ y2 z i) (78) 

Quand on cherche de la même manière 1 angle <p des deux droites (74) 
on voit facilement qu'il n'est pas nécessaire d'introduire le module M ; 
on trouve donc là 

Û(vv). û(ww). sin 2 ? = (v l v 2 v 3 ) 2 a)(v 2 w 3 — v 3 w 2 , VgWi— v x w 3 , ViW,— v 2 wj) . (79) 
Les équations 76-79 donnent encore des valeurs simples pour tge et tg<p. 

41. Distance d'un point à une droite. — Le sinus de la distance & 
d'un point r à une droite I est égal au produit scalaire ïr . En général 
cependant, le point Xi et la droite ui ne sont pas donnés comme des 
vecteurs-unités; dans ce cas le produit scalaire de leurs vecteurs con- 
tiendra en outre leurs valeurs absolues. De sorte que 

(f JL i x iti+H4?x 2 r 2 +|x 3 x 3 r3)(v 1 u 1 ï 1 +v 2 u 2 l 2 +v 3 u 3 i 3 ) --= (u^i+UjjXg+UgX^sin Ai sin hi 

est égal au produit des tenseurs et de sin 8 ; il en résulte : 

. (u^+u^a+u^sinAj sinhj (u^+u^ +u ^A 
sin ô = " — (00) 

y io(xx)Û(uu) V «(xx)Q(uu) 
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42. Trois points sur une 
droite. — Les points 

ti,r 2 et ti— Xr 2 

sont situés sur la même droite, et 
le rapport de division du troisième 
par rapport aux deux premiers est X. 

En effet, si le vecteur de la droite 
de jonction des deux premiers points 
P x et P 2 est ïo, nous avons d'abord 
lotj = o et t r 2 = o. Il s'ensuit 
ïo(ti — ^h) = ° > c'est-à-dire que le 
troisième point P 3 est sur la même 
droite. 

Nous avons en appelant t le ten- 
seur de r A — Xr 2 , d'après les règles 
du produit vectoriel : 

} r^-Xr,) ^ -*Yrir, = Tsin(p 1 p 3 ). lo 
) tifa-îti) ^ -YrA =Tsin(P 2 P 3 ). Io 

Nous en tirons immédiatement 
sin (W 



A = 



(W>.) 



sin(P 2 P 3 ) 

Le rapport de division du troi- 
sième point par rapport aux deux 
premiers — car c'est ainsi que nous 
appelons le quotient des sinus — 
est donc en effet X . 



Trois droites par un point. — 

Les droites 

l t , t> et ïi — >t 2 

passent par le même point, et le rap- 
port de division de la troisième par 
rapport aux deux premières est X. 

En effet, si le vecteur du point 
d'intersection des deux premières 
droites p x et p 2 est to , nous avons 
d'abord toîi«=o et tol^o. Il s'en- 
suit ro(l! — Xlg);=o, c'est-à-dire que 
la troisième droite p 3 passe par le 
même point. 

Nous avons en appelant t le ten- 
seur de l x — X^ , d'après les règles 
du produit vectoriel : 

\ ïi(ïi - M*) îz -*YïA = T sin(p 1 p 3 ). ro 

H(li-^) ' -UiÏ2=-csin(p 2 p 3 ).to 

Nous en tirons immédiatement 

sin (p r p 3 ) 



X = 



(P1P2P3) 



sin (p 2 p 3 ) 

Le rapport de division de la troi- 
sième droite par rapport aux deux 
premières — car c'est ainsi que nous 
appelons le quotient des sinus — 
est donc en effet X . 



43. Prenons maintenant un point mo- 
bile Q, auquel nous faisons parcourir (fig. 8) 
toute la droite déterminée par les points 
fixes Pi et P 2 . Pour deux positions oppo- 
sées Q et Q' les rapports de division sont 
égaux, parce que 

(W2) ^ 
sinftQ) sin^Q-HQ sin^Q') 
sin(P 2 Q) sin(P 2 Q+7r) sin (P 2 Q') ~ l * 2 • 




Fig. 8. 
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Nous n'avons donc qu a examiner ce que devient le quotient des 
sinus, lorsque le point mobile parcourt les arcs P 2 P e , PéP t et P t P> , qui 
forment ensemble une demi-circonférence. 

Il est évident, que le dénominateur s'annule, lorsque le point mobile 
coïncide avec P 2 ; dans cette position le rapport de division est infini; il 
va en diminuant lorsque le point mobile va de P 8 à P e , et pour le point P e 
lui-même aussi bien que pour le point opposé Pé il est égal à l'unité, 
parce que 

s8n(P,P,) _ sini-fr+P^) _ 
™*' } ~ sin(P 2 P e ) - sini-tir-P.P,) "" ! * 

Il continue à diminuer de i à o, lorsque le point mobile va de Pé à P x 
et de o à — oo lorsque le point mobile parcourt Tare P X P 2 . Il est égal 
à — i pour le milieu Pi . 

Retenons ceci : i° Le rapport de division est négatif pour tout point 
entre P x et P 2 ; 2 il est — 1 pour «c le milieu intérieur Pi » et +1 pour 
« le milieu extérieur P e » . Les deux « milieux » sont par conséquent 



Pi--- Xx+Ti 



Pe - t.—t. 



(80 



44. On trouve des relations tout à fait analogues en faisant tourner 
une droite mobile q autour du point d'intersection des droites fixes p x et p 2 . 
Le rapport de division X est négatif pour toute droite entre p t et p 2 ; il 
est — 1 pour « la bissectrice intérieure pi » et +1 pour «c la bissectrice 
extérieure p e ». Les deux bissectrices sont par conséquent 

P> - Ji + la P* ■ ' h—U • (% 2) 

Leur produit scalaire est zéro; elles sont donc perpendiculaires. 

45. Ce que nous venons de trouver permet de tirer les conclusions 
suivantes : 



S'il existe trois nombres ki tels que 

les trois points ti sont sur une droite 
sphérique; car en écrivant : 

kjtj -f- k 2 t 2 = k s t3 

nous voyons immédiatement que le 
troisième point est sur la droite de 



S'il existe trois nombres ki tels que 

Mt + kA+kA^o, (83) 

les trois droites ti passent par un 
point, car en écrivant : 

k in ■+■ k 2 lj = k 3 Ig 

nous vo)ons immédiatement que la 
troisième droite passe par le point 
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jonction des deux premiers et que 
son rapport de division est — 1^ : k t . 
Exemples, i . Les trois « milieux 
extérieurs » d'un triangle Vit 2 V s sont 
sur la même droite, car 

te— *sï+ (ts— *i) + (*i— h) = o. 

2. Deux « milieux intérieurs» et 
un « milieu extérieur » sont égale- 
ment sur une même droite sphé- 
rique, car 

(VHfe) — (ts+rj) + (tx— tj) = o. 

46. Théorème de Carnot. — 

Si r l9 r 2 ,? 8 *n sont les sommets 

d'un polygone sphérique simple, 
dont les côtés ont avec une droite 
quelconque l les points d'intersection 

Xi A |f 2 »^2 A 2^ 8 » ^3 A 8^ 4 ^ n A n1?i 

le produit des différents X est égal à 
l'unité. 

En effet* comme tous les points 
d'intersection sont situés sur la 
droite l nous avons : 

I(ti—\V 2 ) = o ; 

l( t 2 — X 2 t 3 ) = O ; l(Tn— Antx) *= O 



d'où nous tirons 

X — ^ ) — - - ) 

A i — j£ 9 A 2 — fr » An 



*3 






et en multipliant 



d'intersection des deux premières; 
son rapport de division est — k 2 : k x . 
Exemples, i . Les trois « bissec- 
trices extérieures » x du trilatère t^lj 
passent par le même point, car 

( k-U) + (Ï3-Ï1) + Or-U) = 

2. Deux «bissectrices intérieures» 
et une « bissectrice extérieure » pas- 
sent également par un même point, 
car 

(It+ls) — A+W + (ïi— W-o . 

Théorème de Ceva. — Si 
liXz >••• In sont les côtés d'un multi- 
latère sphérique simple, dont les 
sommets donnent avec un point 
quelconque r des droites de jonction 

n Xjjgjjg / 2*3'*3 — A 3*4 s *n Anli 

le produit des différents X est égal 
à l'unité. 

En effet, comme toutes les droites 
de jonction passent par le point t 
nous avons : 

*&— hk) = O î t(ln~ X n li) = 



d'où nous tirons 

1_ "rt 2 ' 2 ~rf 3 ' 

et en multipliant 



X n = 



rfn 



N ■> > 

A« A.) A* 



An = I 



f^^2 .} A n - -" I • \*4v 



1 Ce que nous appelons ici les bissectrices extérieures sont les bissectrices inté- 
rieures dans la signification ordinaire. La différence vient de ce qu'au lieu des angles 
intérieurs ont été introduits les angles extérieurs. 
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Si pour trois points situés sur les 
trois côtés d'un triangle 

tj \t 2 , X 2 X 2 Ï 3 9 t% ^3^1 

le produit des X est égal à l'unité : 
X 1 X 2 X 3 = i il s'ensuit réciproque- 
ment, que les trois points sont sur 
une droite, parce que (5 46) dans 
ce cas la somme 

(ti— hh)+ \(v 2 -l 2 t 3 )+\x 2 ( r 3 — XgtO 

est égale à zéro. 



Si pour trois droites passant par 
les trois sommets d'un trilatère 

Il Xjl* , \ 2 A 2 lg , I3 Aglj 

le produit des X est égal à l'unité : 
X 1 > 2 X 8 = [ , il s'ensuit réciproque- 
ment, que les trois droites passent 
par un point, parce que (§ 45) dans 
dans ce cas la somme 



I est égale à zéro. 

46 bis . Si trois droites passant par les sommets d'un triangle sphérique 

Pi = h~\k > P* = Ï3 — ^li y Ps "=' li — \sïà 
rencontrent les côtés opposés en trois points * 

P x -X^inA^-f-sinAgts , P 2 - X 2 sinA 3 r3+sinA 1 r 1 , P 3 XgsinAiti-f-sinA^r^ 
le produit des six rapports de division 

(MsPi) ( a 3aiP 2 ) (aia 2 p 8 ) (A 2 A 3 p i) (A 3 A t P 2 ) lA x A 2 P 3 ) 
est égal à — r, parce que les trois premiers sont X l9 X 3 ,X 3 et les trois derniers 



sinA 3 
X^inA* ' 



sinA x 



X 2 sinAj 



sinA„ 

— 

X 3 sinA 1 



47. Quatre points sur une 
droite. — Des quatre points 

* 1 " ^1 » * 2 ~ ^2 » 
P 3 - T tx— Xr 2 , P 4 -- v x — px 2 

situés sur la même droite, le troi- 
sième possède par rapport aux deux 
premiers un rapport X , tandis qu'il 
est {x pour le quatrième. 

On appelle X : p. le rapport an- 
harmonique des points P 3 et P 4 par 
rapport à Pj et P 2 et on écrit : 

/p p p p \ ("1/2*3) * 



Quatre 'droites par un point. 

— Des quatre droites 

p! ïx , p 2 - l 2 , 
p 3 - I 1 — Xl 2 , p 4 - ly — (xl, 

passant par le même point, la troi- 
sième possède par rapport aux deux 
premières un rapport de division X, 
tandis qu'il est \x pour la quatrième. 
On appelle X : \x. le rapport an- 
harmonique des droites p 3 et p 4 par 
rapport à p ± et p 2 et on écrit : 

(P1P2P4) H- 



1 Le point d'intersection de p t avec le premier côté est 

VMIi— Ms) ou XiSinAjTs -f-sinA 3 r 3 , etc. 
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48. Quatre points tn^fs»?* situés sur la droite déterminée par deux 
autres points a et t peuvent être écrits 1 

m l*l == • ^ m 2*2 = & X 2 B 

m 8 r 8 = n — X 8 fc m 4 r 4 = n — X 4 S 

et si Ton élimine a et & les deux derniers vecteurs prennent la forme : 

m i(*2— *s)*l— " m 2(*l— \)h et m l(^2— *4)*1— m 2(\—\)h 

Leur rapport anharmonique par rapport aux deux premiers est donc : 



\ A 3 \ A 4 



(85) 



À 2 A3 A 2 À 4 

Il en est de même pour quatre droites, passant par l'intersection de 
deux autres droites. 

49. Le rapport anharmonique de quatre éléments (points ou droites 
sphériques) se change en rapport harmonique, lorsqu'il a pour valeur — 1 ; 
c'est le cas pour les points 

P l - mjtj , P 2 - m 2 r 2 , 
. P 8 = m 3 r 8 = ny?! + m 2 r 2 , P 4 - m 4 t 4 = m^ — m 2 r 2 

On voit sans peine que pour les points P lf P 2 ,P 4 ,P 3 le rapport 
anharmonique est aussi — 1, et comme les quatre points peuvent s'écrire : 

Pi = m 3 *3 -f- m 4 r 4 , P 2 = m 3 r 3 — m 4 r 4 , 

P3 = m s^3 > P4 = m 4 r 4 

le rapport est encore harmonique aussi bien pour P 3 ,P 4 ,P 1 ,P 2 que pour 

*3 9 *4 > »2 » Pi • 

Il en résulte qu'on peut non seulement intervertir l'ordre des deux 
couples PiPg et P 3 P 4 , mais encore Tordre des deux éléments dans chaque 
couple, sans que le rapport cesse d'être harmonique. — On dit pour cela 
que le couple P 3 P 4 est conjugué harmonique par rapport au couple P t P 2 
et réciproquement. 

50. Théorème de Pappus. — Si Ton fait passer par les quatre 

Pl ^ *1 9 "2 ~ *2 9 "3 — *1 Xf 2 j *4 — ti [t-X* , 

les quatre droites concourantes 

Pi - ïi 9 P2 - Ï2 > Ps — ïi — ^ot» , p 4 " li — Ma 

1 Les seconds membres ne sont pas des vecteurs-unités ; nous appelons leurs 
valeurs absolues m 1 ,m 2 ,m 3 ,m 4 . 



I 
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le rapport anharmonique des points est égal au rapport anharmonique 
des droites correspondantes. 

En effet, P L étant sur p x , P 2 sur p 2 etc., on a d'abord 

ïi*i = o , t^ = o , (t— Wt)fe— Xr 2 ) = o , (l x — pJ»)(*i— l**j) = o 

et si Ton simplifie les deux dernières équations à l'aide des deux premières 

X . Ijti -f- X . lit* = o jjlo . l 2 x l 4- jx . l^ = o ; 

d'où l'on tire immédiatement 

51. Quadrangle sphérique complet. — Pour quatre points quel- 
conques PiPiPsP* il y a en général (fig. 9) six droites de jonction, qui 
forment trois couples de côtés opposés, à savoir : 

(P2P3) et (P X P 4 ) ; (PsPx) et (P 2 P 4 ) ; (P^) et (P 3 P 4 ) 

Le point d'intersection de deux côtés opposés est un point diagonal : 
il y en a trois Dj^jD,,. La droite qui relie deux points diagonaux est 

une diagonale ; il y en a également trois 
d 1 ,d 2 ,d 3 . Nous allons démontrer que deux 
côtés opposés forment un couple qui est con- 
jugué harmonique par rapport au couple de 
diagonales qui passent par leur point d'in- 
tersection. 

D'après le théorème de Pappus il suffira, 

p en prenant les côtés et les diagonales passant 

3 l par Dj de démontrer que le rapport anhar- 

F,g " 9 ' monique des pointe P l5 P 2 ,C>3,Dgestégalà — 1. 

Or, si les vecteurs des points P 1 ,P 2 ,P 3 sont X^x^x*, celui d'un quatrième 

point tel que P 4 peut s'écrire — m 4 r 4 = m^ -h m 2 r 2 -+- m 3 r 3 , de sorte 

qu on a : m ^ + m ^ + m ^ + m ^ _ Q 

Il s'ensuit que m 2 r 2 -h m 3 r 3 ou m^ 4- m 4 r 4 étant sur les droites (X 2 ,Xs) 
et (r 15 r 4 ) est le point diagonal D x ; de même nous trouvons m^-f- m 8 r 8 ou 
m 2 t2-f- m 4 r 4 pour D 2 et m^ + m 2 t 2 ou m 3 r 3 4- m 4 r 4 pour D 3 . Enfin le point 

(m^j 4- m 4 r 4 ) — (m 2 t 2 -h m 4 r 4 ) ou m l x l — m 2 r 2 

étant sur les droites D A D 2 et PiP 2 coïncide avec D 3 . Nous avons donc 

Pi -■■ ti , P 2 - h > D 3 m i*i + m 2^ > D 3 : m^i — m 2 t 2 




— 4 1 — 

dont le rapport anharmonique est évidemment — i, ce qu'il fallait 
démontrer. # 

52. Nous démontrerons encore deux autres théorèmes bien connus 
relatifs au quadrangle sphérique. 

i° Si PiP 2 P3P4 sont les sommets d'un quadrangle sphérique, il existe 
la relation 

cosPjPj+cosPjPa-f cosP 3 P 4 + cosP 4 P, = 4CosyP 1 P 3 .cosiP2 P 4 cosFYF* 

si F t et F 2 sont les milieux des côtés opposés P^ et P 8 P4- 

En effet, cette relation n'est autre chose que la traduction de l'identité 

tit 2 + t 2 t B 4- t 3 r 4 + r 4 t ! - (ti + t 3 ) (t, + t A ) - (86) 

car les deux vecteurs du second membre correspondent aux milieux 

i î 

F t et F 2 et leur*s tenseurs * sont 2COSyP 1 P 3 et 2cosyP 2 P 4 ; mais comme 

le produit scalaire contient en dehors des tenseurs le cosinus de l'angle 

des vecteurs multipliés, le second membre peut s'écrire 

4 cos 2- PjPg • cos y P a P 4 . cos FiFjg . 

2° Dans un quadrangle sphérique les côtés formant le troisième 
couple de côtés opposés sont perpendiculaires si c'est le cas pour les côtés 
formant le premier et pour ceux formant le second couple. 

En effet, dans l'identité (23) 

W2Vv4+Vt 1 t 8 Vr 4 t a + WiWs = o • ( 88 > 

le produit scalaire du premier terme est nul, parce que les vecteurs des 
côtés opposés dont il se compose (§ 17) sont perpendiculaires, il en est 
de même du second terme, de sorte qu'il nous reste 

Ytit 4 .\r 2 r 8 = o 

ce qui prouve que les droites formant le troisième couple de côtés opposés 
sont alors également perpendiculaires. 

On obtient des théorèmes analogues pour un quadrilatère sphérique 
P1P2P3P4 en remplaçant dans les identités (86) et (88) les n par des li . 



1 On le voit facilement en élevant au carré 

(* + r 3 )' = 2 ( 1 + cos P^a) = 4 cos' I P X P S . (87) 
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53. Théorème de Desargues. 

— Si les droites de jonction des som- 
mets correspondants de deux tri- 
angles passent par un point f 0J les 
points d'intersection des côtés cor- 
respondants sont sur une droite. 

En effet, si x ly t 29 t s sont les som- 
mets du premier triangle, les som- 
mets correspondants du second au- 
ront la forme 

f — Xr x , r — pf 2 » x ° — vt 3 

-et les points d'intersection des côtés 
correspondants seront 



vt s 



H*2 > XV- vr 8 , pr 3 — Xr x , 



le premier de ces points appartenant 
aussi bien à la droite (r — k-^2 > to-^v 8 ) 
qu'à la droite (t 2 ,t s ). La somme 
des vecteurs (89) est zéro; les trois 
points sont par conséquent sur une 
droite. 

Ceci est d'ailleurs aussi une consé- 
quence du théorème de Carnot (§ 46); 
car les trois rapports de division 
des points (89) sont p. : v, v : X, v : p., 
et leur produit est égal à l'unité. 

54. La droite (pxp^p 3 ) dont le 
vecteur est 

VxPilt ~h V 2 p a I 2 -h VJJP3I3 

passe évidemment par « les milieux 
extérieurs » des côtés du triangle 

*ihVs> q ui sont 



Si les points d'intersection des 
côtés correspondants de deux tri- 
angles sont sur une droite Io> les 
droites de jonction des sommets 
correspondants passent par un 
point. 

En effet, si l^,^ sont les côtés 
du premier triangle, les côtés cor- 
respondants du second auront la 
forme 

et les droites de jonction des som mets 
correspondants seront 

v t— rt» ^Ii — V Ï3 » rt— Mu ( 8 9) 

la première de ces droites passant 
aussi bien par le point (lo-pl^lo— vïg) 
que par le point (l^lg). La somme 
des vecteurs (89) est zéro ; les trois 
droites passent par conséquent par 
un point. 

Ceci est d'ailleurs aussi une con- 
séquence du théorème de Céva (§ 46); 
car les trois rapports de division des 
droites (89) sont p. : v, v : X, X : p., 
et leur produit est égal à l'unité. 



Le point (v^vg) dont le vecteur 



2- 



*3 » *8 *i 5 fi ts 



est 



1*1*1*1 + l*2 v **8 + 1*3*3*3 (9°) 

est évidemment sur les « bissectrices 
extérieures (§ 44) » du triangle t^tg, 
qui sont 
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car le produit scalaire de (90) avec 
le premier de ces vecteurs est (67) 

v^ sin h 2 — v 3 |x. 3 sin h 3 = o etc. 

Mais la droite (jm) est en outre à 
•égale distance des sommets, parce 
que les produits scalaires de (90) et 
ti, t 2 ,t 3 sont égaux. C'est donc une 
droite sphérique ou grand cercle 
concentrique au cercle circonscrit 
du triangle, dont l'équation en co- 
ordonnées ponctuelles est 

Hl X l + K-2 X 2 + j^Xg = . 



parce que le produit scalaire de (90) 
avec Je premier de ces vecteu rs est (67) 

^v 2 sin h 2 — [J3V3 sin h 3 = o etc. 

Mais le point (vi) est en outre à 
égale distance des côtés, parce que 
les produits scalaires qu'on obtient 
en multipliant (90) par l^,^ sont 
égaux. C'est par conséquent le centre 
du cercle inscrit du triangle; son 
équation en coordonnées tangen- 
tielles devient 

v^-f-v^-hvgUg = o . (91) 



CHAPITRE IV 



1 



Les coordonnées projectives planes. 

55. Une surface plane peut être considérée comme une surface 
sphérique; dès lors on peut pour le plan aussi : i° attribuer à chaque 
point comme à chaque droite un vecteur; 2° à côté du triangle dont les 
sommets sont r^t^ts en considérer un autre dont les sommets sont l^^\ 
3° décomposer les vecteurs d'un point et d'une droite d'après les formules * : 

x 4 t = ftx^ -+■ ft,x 2 r 2 + ftjX 3 t 3 . | u 4 I = v^ + v 2 u 2 lg -h vaUglg . (92) 

Comme le raisonnement du paragraphe (36) est indépendant de la 
longueur du rayon choisi, nous trouvons que 



l'équation d'une droite Vi en co- 
ordonnées projectives ponctuelles 
est donc pour le plan aussi 

V 1 X 1+ V 2 X 2+ V 3 X 8 = ° 

pourvu toutefois que les coefficients 
{jii et vi aient été choisis de manière 
à satisfaire aux conditions 
jxjvi = sin Ai 



l'équation d'un point Vi en co- 
ordonnées projectives tangentielles 
est donc pour le plan aussi 

y 1 u 1 + y 2 u 2 +y 3 u 3 = o (g3) 

pourvu toutefois que les constantes 
[jLi et vi aient été choisies de manière 
à satisfaire aux conditions 

|Xivi = sinAi (94) 



56. Au paragraphe (38) nous avons vu quelles relations existent 
d'une part entre les coordonnées Xi d'un point et ses distances & aux côtés 
du triangle, d'autre part entre les coordonnées uî d'une droite et ses 
distances 8i aux sommets du triangle. Les relations générales trouvées (71) 



Xi 



sin Ci 



.". vi sin \i 



u 



sin 8i 

• • 

1 * * 1 • • 

vi sinhj 



[Ai sin ôi 



' (Xi sin hi 

deviennent dans le cas-limite, que nous considérons maintenant 2 : 

Si 
u • • viÇi 
(Jailli 



(95) 



X 



1 • 



Ui .'. — ,— 



ihi *• 



jxiBi 



(96) 



1 Les vecteurs r ly r2,r s font entre eux les angles infiniment petits a^a^a,; les 
vecteurs I lf ï 2 ,( 3 font toujours les angles A^A^As . 

* Le produit (XjV. devant toujours être égal à sin A., nous avons pour le plan 
Vj fjLj h i .= sin A. . h. -- const. 
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Il en résulte que les coordonnées 
projecti ves Xi d'un point dans le plan 
sont proportionnelles aux produits 
qu'on obtient en multipliant ses dis- 
tances & aux trois côtés par des 
constantes vi différentes de zéro. 



Il en résulte que les coordonnées 
projectives Ui d'une droite dans le 
plan*sont proportionnelles aux pro- 
duits qu'on obtient en multipliant 
ses distances 8i aux trois sommets 
par des constantes jm différentes de 
zéro. 



57. Il est évident qu'on peut choisir les constantes jn et vi d'une 
infinité de manières, tout en satisfaisant aux conditions fondamen- 
tales (94). C'est ainsi qu'on obtient le système barycentrique de Môbius 
-en prenant, si ai sont les côtés du triangle, 

|jlî = 1 et vi = sin Ai .\ ai 

Dans ce système le point-unité coïncide avec le barycentre, car les 
distances \\ pour ce dernier point sont ^ , et ses coordonnées Xj sont par 
conséquent (96) égales. Pour un point quelconque P les coordonnées 
barycentriques satisfont (96) aux équations : 

x x : x 2 : x 3 = a^ : a 2 ^ : a 8 ç 8 = A 2 A 3 P : A3AJP : AjA 2 r (97) 

elles sont donc proportionnelles aux surfaces (positives ou négatives) des 
triangles qu'on obtient en reliant le point P aux sommets A 1 ,A 89 A 8 du 
triangle. 

Dans ce qui suit nous ne ferons d'ordinaire aucune supposition 
spéciale par rapport aux constantes ^\ et vi ; mais nous introduirons sou- 
vent des coordonnées ponctuelles et tangentielles correspondant à des 
vecteurs-Kmtés, que nous appellerons alors des coordonnées réduites du 
point et de la droite. Elles sont (92) pour le point x x : x 4 , x 2 : x 4 , x 8 : x 4 
et pour la droite u x : u 4 , u 2 : u 4 , u 8 : u 4 ; les valeurs absolues des vecteurs 
correspondants sont égales à l'unité. 



58. Pour la valeur absolue du 
vecteur d'un point, qui en général 
n'est pas un vecteur-unité : 

x 4 t = HiX^ 4- p 2 x 2 r 2 4- {^3X3*3 

l'équation (60) nous donne : 

ft)(xx) ^ 
Pl x l + "+- 2ft L |A 2 COSa 12 .X 1 X 2 + 

mais comme dans le cas-limite que 
nous examinons cosaik est égal à 



Pour la valeur absolue du vec- 
teur d'une droite, qui en général 
n'est pas un vecteur-unité 

uj = ViU^ + v 2 u 2 Ï2 + VgUgïg 

l'équation (60) nous donne : 

Q(uu) =- 
vJuJ-H + 2 v x v 2 cos A 12 . u 1 u 2 4- 

et comme cette forme ne se simplifie 
pas lorsqu'on passe au cas-limite, 
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l'urtité, le carré du tenseur devient 
simplement 

x* = to(xx) = OiXi+^Xjrt-fAsXs) 2 

L'expression o>(yz) aussi prend 
une forme plus simple pour le plan. 
Par l'introduction décos aik = i , elle 
devient 

<o(yz) = 

c'est-à-dire égale au produit des deux 
tenseurs 



toujours 2 , x 

u 4 = Q(uu) = 



| c'est-à-dire au plan, nous trouvons 

(98) 

v 1 U r hv 2 U2+v 3 U3+2v 1 v 2 COsA 12 U 1 U 2 + 

L'expression û(vw) ne se simpli- 
fie pas, lorsqu'on passe au plan. Elle 
reste comme pour la surface sphé- 
rique 

Q(vw) = 

v î v i w i+ v ? v 2 w î 4 v 1 v 3 cosA, 2 (v 1 w s -f-v 2 \v 1 ) 4- 

+ v î v 3 cosA w (v. i \v :) -v a w 2 ) + (99) 



59. Nous arrivons maintenant aux expressions pour la distance s 
de deux points yi et ^0 et pour l'angle <p de deux droites Vi et wi, pour 
lesquelles nous avons trouvé (J§ 40, 41) 



cose = 



to 



(y*) 



V a) (yy) o>(zz) 



M 2 .w(yy)a)(zz)sin 2 E = 
(|x lf x 2f i 3 ) 2 û(y 2 z s ~y 8 z 2 , ) 

Comme il nous faut revenir à la 
première équation dans un des cha- 
pitres suivants, nous n'en parlons 
pas ici. Quant à la seconde, le fac- 
teur M 2 sin 2 e sin 2 Aj . ^A- devient 

2 sirrai 

pour le plan sin 2 Ai. ^ ou si nous 
appelons sinAi : ai (le module du 
triangle plan) de nouveau M,M 2 e 2 . 
En substituant cette valeur elle prend 
la forme : 



e 2 



(frlf^) 2 ^ V2 Z 3-> r 3 Z 2 > V 3 Z l-yi Z 3> • • • ) 

MWi* P*>V M^yi^z^ ^z^ogZg) 2 



Q(vw) 
cos © = v - 



Y U(vv)U( ww) 



(100) 



û(vv)û(ww)sin 2 © = 
(v 1 v 2 v 3 ) 2 io(v 2 w 3 — v 3 w 2 , ) (101) 

Il résulte de ce qui a été dit au 
paragraphe précédent, que la pre- 
mière de ces deux équations sub- 
siste sans changement pour le plan, 
tandis que la seconde, dans laquelle 

to(y 2 w 3 — v 3 w 2 , ) seul se simplifie 

d'après la règle trouvée au para- 
graphe précédent, prend la forme : 



sin 2 cp = 



(102) 



(viV2V3) t [^i( v aW 8 -v 3 w 2 )fti 2 (v 3 w 1 -v 1 w 8 )+ti 1 >(-)] t 
Q(vv). liiww) 



Les deux dernières équations se simplifient beaucoup, quand on 
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introduit, aussi bien pour les droites que pour tes points, des coordonnées 
barycentriques réduites (§ 57), c'est-à-dire si 

[Ai = 1 vj = sinAi = Mai 

M\ + ny 2 + Ms = l Wi -r f^ 2 z 2 + jAgZj, = 1 

û(vv) = 1 û(ww) = 1 . 

Dans ce cas elles prennent la forme : 

* 2 = aî(y 2 Z3— y 3 Z2) 2 + 2 3^2 cos A 8 (y 2 z 3 — y 3 z 2 )(y 8 z 1 — y^g) + ( 1 o3)j 

sin<p = sinAi sin A 2 sin A 3 [v^w^ — w 3 )-h v 2 (w 8 — w 1 )+v a (w 1 — \v 2 )] (io3) ? 

60. On peut donner des formes plus symétriques encore à l'équa- 

A Ék A 

tion (I03X. En remplaçant 2aia 2 cosA 3 par a 3 — ai — a, etc., d'après les 
formules fondamentales de la trigonométrie plane, on obtient : 

— e* = (y 2 — z») (y s— %)*\ + (y 3 — Z3) (yi— h)4 + fa— zO fa— z,)aj ( 1 04) 

tandis qu'en posant a x (— a 2 cosA 3 — agCosA^) au lieu de af, on trouve 
~ 62 ==(yi--- z i) 2a 2 a 3CosA 1 -|-(y 2 --z 2 ) 2 a 3 a 1 cosA 2 -h(y3--z 3 ) 2 a 1 a 2 cosA 3 (io5> 

61. Il nous reste à dire un mot sur la distance d'un point Xi à la 
droite Ui , pour laquelle nous avons trouvé au paragraphe 4i bis : 

. * (u^-hUjXg-HUgX^sinAisinhi 
sin 8 = 

y w(xx).û(uu) 

A la limite le rapport sin 8 : sin hi devient 8 : hi , tandis que 
sinAi.hi = Mai.hi = 2MS, si S est l'aire du triangle plan. Nous trouvons 
ainsi d'une manière générale en coordonnées projectives planes 

= 2 MS(u 1 x 1 +u 2 x 2 +u 3 x 3 ) 
(n^-h [AgXj+j^Xg) y û(uu) 

et si les Ui et Xi sont les coordonnées réduites de la droite et du point : 

8 = 2 MS^^ + u 2 x 2 + u 8 x 3 ) (107) 

62. Après avoir étudié la distance de deux points et l'angle de deux 
droites, nous allons voir ce que devient dans le cas spécial qui nous 
occupe, le rapport de position pour trois points P 1 ,P 2 ,P 3 collinéaires ou 
trois droites Pi,p 2 ,p 3 concourantes. 
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Nous savons qu'en général 
p 3 =; tl _ xt 2 

est un point situé sur la droite, 
déterminée par 



Pi 



et R 



pour lequel le rapport de division 
est 

ViW)- sinP 2 P 3 ~ A 

Dans le cas-limite (108) est tou- 
jours un point sur la droite (P^) 
mais son rapport de division relatif 
aux points P x et P 2 

PiPa 



X = 



P2P3 



est maintenant le quotient des dis- 
tances P X P 3 et P 2 P 3 elles-mêmes. 



sin p lP 3 

— — A 



Nous savons qu'en général 

Ps^li — M* (108) 

est une droite passant par Tinter- 
section de 

Pi - li ^ p 2 ^l 

pour laquelle le rapport de division 

est 

fp^Ps) = sin ftft 

Rien n'y change, lorsqu'on passe 
à la limite, de sorte que (108) est 
toujours une droite passant par le 
point (PiP 2 )> pour laquelle 

x= 5Î5LPiP3 (I09) 

sinp 2 p 3 v ^" 

est le quotient des sinus des angles 
P1P3 et P2P3 • 



68. Le rapport X est négatif pour un point entre P x et P 2 et pour 
une droite située dans le plus petit des angles *, que font les droites p x et p 2 ; 
il est — 1 pour le milieu (intérieur) comme pour la bissectrice intérieure, 
et -hi pour « le milieu extérieur » (qui est le point à l'infini de la droite) 
comme pour la bissectrice extérieure. 

Pour quatre points et quatre droites 



*1 r *1 * 2 ~" *2 *3 — f 1 **2 

Pi - li P2 = h Ps - 7 îi — ^2 

Ces rapports anharmoniques deviennent 



P 4 = t 1 — ixt 2 
P4 = ïi — Ai 



et 



/p p p p n _ (P1P2P3) = P1P3 . P1P4 2. 

{ ' * » *> " = (P^P.Pj ~ P 2 P 3 * P,P* ~ I* 

/ D D D D \ - (PiP=»Pb) = sin P1P3 . sin p t p 4 _ X 
IPiPiPsW - ( Pl p 2 pj S in p 2 p 8 • sin p 2 p t p. 



(110) 



Les théorèmes de Carnot, Ceva et Pappus et les propriétés harmo- 
niques du quadrangle complet (§§ 46, 5o, 5i) subsistent encore pour le 
plan ; il en est de même pour le théorème de Desargues (§ 53). 

1 Cet angle est parfaitement déterminé, si le sens des droites est connu, comme 
nous le supposons. 
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64. Il nous reste à dire un mot sur la droite (^f^Hs) et sur le point 
< v i v 2 v a)- 



La droite jii passe par « les mi- 
lieux extérieurs » des trois côtés du 
triangle, mais comme dans le plan 
ces milieux extérieurs sont des points 
à l'infini, cette droite sera « la droite 
à l'infini ». Son vecteur 

coïncide avec celui du centre du 
cercle circonscrit et son équation est 

f*l X l + [*2 X 2 + f*3 X 2 = ° 

«n coordonnées projectives ponc- 
tuelles. 

Si au lieu de ces coordonnées 
projectives Xi on introduit les dis- 
tances ?i du point xi aux trois côtés 



Xi = 



Si 



1 ~~~ |*ihi ' ' [Ai 

-on obtient comme équation de la 
droite à l'infini 

a in + a 2?2 + a 3?3 = ° • 



Le point vi — nous lavons vu 
au paragraphe 54 — est situé sur les 
bissectrices « extérieures » des trois 
sommets du triangle. Il coïncide 
sur la sphère comme dans le plan 
avec le centre du cercle inscrit, dont 

est le vecteur. L'équation de ce point 
est évidemment 

v^i -f- v 2 u 2 + V3U3 = (ni) 

en coordonnées projectives tangen- 
tielles. 

Si au lieu de ces coordonnées 
projectives Ui on introduit les dis- 
tances Si de la droite Ui aux sommets 



Ui = 



Si 



ai Si 
vihi ' ' vi 



on obtient comme équation du 
centre du cercle inscrit 

a^! -h a 2 8 2 + a 8 8 3 = o . (112) 



CHAPITRE V 



65. Nous allons nous occuper maintenant de certains points et de 
certaines droites, qui par rapport aux côtés et aux sommets du triangle 
occupent des positions spéciales. 



Polaire trilinéaire d'un point. 

— Les droites (A^), (A 2 P), (A 3 P) 
passant par le point P(yO et les 
sommets du triangle (transversales 
angulaires du point) rencontrent les 
côtés opposés en 

Pi -- ^2*2 + toYsh > 
P 2 - HYs*s+ HYi^i > p 3 ^ Hiyif 1+ \hÏ2h 

parce que P x n'est pas i 
seulement sur la £*| — ^ 
droite de jonction des 
points t 2 et r 3 , c'est- 
à-dire sur le premier 
côté a 1? mais encore 
puisque : 

Pi 
(^YiV 1^2*2+ HYsh) 




Pôle trilinéaire d'une droite. 

— Les points (a A p), (a 2 p), (a g p) si- 
tués sur la droite p(vi) et les côtés 
du triangle déterminent avec les 
sommets opposés du triangle les 
droites 

Pi - v 2 v 2l* + v s v sïs > 

P2 = V 3 V 3*3 + v l V lïl » P3 = v l V lïl + V 2 V 2Ï* 



parce que p x ne passe 
pas seulement par 
l'intersection des 
droites Ig et Ig, c'est- 
à-dire par le som- 
met A l9 mais encore 
puisque : 

Pi- 

(VlVA+VgV^+VgVglg) 

— VA 



sur la droite de jonc- 
tion du point donné P et du pre- 
mier sommet A x . 

Les trois nouveaux points (fig. 10) 

Pi ^ Ihysh-^iYxh > p 3 -" Ihyiti-M'th 



Fig. 10. 



par le point d'inter- 
section de la droite donnée p et du 
premier côté a t . 

Les trois nouvelles droites 

Pi r V 2 V 2Ï2- V 3 V 3Ï3 > 
P^ VgVaïg-VjV^ , Ps^ViVji-VjV^ 



— 5i — 



satisfaisant aux conditions : 
(A 2 A 3 P,P;) = (A 3 A 1 P 2 P 2 ') = (AAP.Pi) 



| satisfaisant aux conditions : 

i 

j (M»PiPi') = («A P*P») = (aia 2 p 3 p 3 ') 



sont sur une droite parce que (§ 45) passent par un point, parce que (§45) 
leur somme est zéro, ou encore ! leur somme est zéro, ou encore 
parce que (§ 46) le produit des trois parce que (§ 46) le produit des trois 
rapports de division I rapports de division 



Ws m\ h»y« 



V S V S V 1 V 1 V 2 V 2 



V*2 



V S V 3 V 1 V 1 



WJ* HYs M'i 

est égal à l'unité. \ est égal à l'unité. 

L'équation de cette droite, qui est i L'équation de ce point, qui est 

la polaire trilinéaire du point yi, I le pôle trilinéaire de la droite Vi, 

est évidemment est évidemment 



51+^ + ^3 = 

Yi y, y 3 



Hî + H? + 5» Œ 



v. 



8 



(n3) 



Pour le point-unité (yi = 1) cette , Pour la droite-unité (vi=»i) le 
polaire : pôle 

x x -h x 2 +• x 3 = o I Ui+u^+UgsssO. (114) 

coïncide avec la droite-unité (69), ! coïncide avec le point-unité (69) 
pourvu toutefois que la condition pourvu toutefois que la condition 
fondamentale jiivi sin hi = constante pivisin hi = constanteou p-ivi .•. sinAi 



ou jMvi .*. sin Ai soit satisfaite. 

66. Barycentre. — Les droites 
qui joignent les sommets X V X 2 ,X Z 
aux milieux (intérieurs) des côtés 
opposés t f + f 3 n t 8 + t x , ti+ 1 2 pas- 
sent par un point 

G - t t -h r 2 4- r 3 

qu'on nomme le barycentre du tri- 
angle sphérique ou plan. En effet, 
ce point est aussi bien sur la droite 
qui relie t x à r 2 -ht 3 , que sur celle 
qui relie t 2 à r 3 -h r x , etc. 



soit satisfaite. 

Les intersections des côtés l^»^ 
du triangle avec les bissectrices in- 
térieures (| 44) des sommets opposés 
U+h* I3+Ï1, îi+ïg sont sur une 
droite 



g = ïi+ï 2 +Is 



(n5) 



parce que cette droite passe aussi 

bien par l'intersection de l x avec 

I» + ï» ^ ue P ar ce ^ e de h avec 
Ïg+Ii , etc. 



- 52 — 

■ 

67. Orthocentre. — Les droites, qui passant par les sommets sont 
normales aux côtés opposés, passent par un même point, qui est l'ortho- 
centre du triangle (sphérique ou plan). 

La première de ces droites contient, en effet, le point ^ en dehors du 
sommet x x et du point y 2 t 2 4- y 3 t 8 où elle rencontre le premier côté; nous 
avons donc (§ 20) 1 : 

iiYfito + ysts) - y* sin a s cos A * — y s sin a 2 c ° s a 3 = o 

ou encore y 2 : y s = tgA 2 : tgA 3 de sorte que le point de rencontre avec 
le premier côté est tg A^ + tg A 3 r 3 ; nous trouvons de même comme point 
de rencontre de la seconde droite avec le second côté tg A 3 r 3 -h tg A^, etc.; 

6 P ° int H - tg Ajti + tg Agt 2 + tg A 3 t 3 (116) 

est donc commun aux trois hauteurs du triangle (sphérique ou plan). 

D'une manière analogue on trouverait que trois points situés sur les 
trois côtés du triangle, à des distances égales à ^ des sommets opposés, 
sont sur une droite, dont le vecteur est 

h ^ tga x Ï! -h tg a^ + tga^ (117) 

Pour le plan cette droite devient la droite à l'infini parce que dans 
ce cas tgai .-. ai .\ sin Ai (f 64). 



68. Centres des cercles ins- 
crits. — Pour qu'un point 

fryi*i + v*y& -+■ \**ysh 

soit à des distances égales des 
droites 

e irt » £ 2*2 > e 3^ 

où e 1 ,e 2 ,e 3 représentent l'unité posi- 
tive ou négative, il faut et il suffit 
que les produits scalaires soient 
égaux (29) : 

e^ViSinh! 

= «2K*y2 SÎn h 2 = e 8Î*sy8 SÎn h 3 



Centres des cercles circons- 
crits. — Pour qu'une droite 

v l V Jl + V 2 V 2Ï2 + V 3 V 3*3 

soit à des distances égales des 
points 

Ê l*l 9 e 2^2 9 £ 3^8 

où e 1 ,e 2 ,6 3 représentent l'unité posi- 
tive ou négative, il faut et il suffit 
que les produits scalaires soient 
égaux (29) : 

e i v i v i s * n W 
= e 2 v 2 v 2 sin h 2 = £ 3 v 3 v 3 sin h 3 



1 Trois points r, r", r'" sont sur une droite, si le vecteur de la droite Yr *"<S 17) 
déterminée par les deux premiers est perpendiculaire au troisième, c'est-à-dire si 
r"'Yrr" = o . 
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ou encore (46) : 

= e 1 sina 1 : e 2 sina 2 : e 3 sina 3 
Aux quatre cas possibles 

Ê l = £ 2 = £ 3 > e l == Ê 2 === £ 3 > 
e l ==s e 2 === s 8 ' £ 1 = 6 2 == s 3 

correspondent ainsi les quatre 
points : 

I r- sma^^ sina^g-f- sina 3 r 3 
I, ^— sma^^ sina 2 r 2 + sin^r,, 

1 2 = sina^ — sina 2 r 2 4- sina 8 r 3 

1 3 sina^-f- sina 2 r 2 — sina 3 r 8 

Le premier de ces points I, étant 
à égale distance de l^»^» est le 
centre du cercle inscrit ; le second ^ 
étant à égale distance de — Ii , t 2 9 13 
est le centre du premier cercle ex- 
inscrit, etc. 

On voit facilement que I est sur 
la première bissectrice (f 44) car si 
Ton forme le produit scalaire de son 
vecteur avec celui de la bissectrice 
extérieure ^ — Ig, on trouve une va- 
leur nulle. 

Pour le triangle plan on substitue 
dans les formules (1 18^ au lieu de 
sinai les ai eux-mêmes. 



ou encore (46) : 

v i v i : V 2 V 2 : V 3 V 8 

= EiSinAj : e 2 sinA 2 : e 3 sinA 3 
Aux quatre cas possibles 



2 



l 3 9 



£0 



; 3 > 



6 1 — e 2 — £ 3 9 e l — e 2 — 



correspondent ainsi quatre droites, 
dont les vecteurs sont : 



O - 
2 - 



sinA^-f- sinA 2 (g+ sinA^ 
sinA^-f-sinA^+sinAglg ^ Il8 ) 
sinA^ — sinA 2 Ï2-J-sinA 3 I 3 



sinA^-h sinA^-f- sinA 3 I 3 
sinA^ — sinA 2 Ï2-|-sinA 3 ï 3 
sinAjïj-l- sinA 2 ( 2 — sinA 3 I 3 

La première droite est à égale 
distance de r l9 t 2 »t 8 ; son vecteur O 
coïncide avec celui du centre du 
cercle circonscrit; le vecteur de la 
seconde coïncide avee celui du cen- 
tre O x du cercle circonscrit au tri- 
angle — r l5 t 2 ,r 3 , etc. 

On voit facilement que O est sur 
la normale élevée au milieu du pre- 
mier côté ; en effet, en multipliant 
scalairement son vecteur avec celui 
de la normale t 2 — r 3 , on obtient un 
produit scalaire nul x . 



Nous allons transformer l'expression générale trouvée pour les 
centres des cercles circonscrits en posant 

sin etAjïj + sin e 2 A 2 l2 -f sin ^A^ = zfa -h z 2 r 2 4- z 3 r 3 



TZ 



1 r 2~ r 3 est à une distance y du milieu intérieur du premier côté; c'est donc le 
vecteur de la normale en ce point. 



- 5 4 - 

La multiplication scalaire par l t nous donne 

ZjSÎnb, = sincjA,^ sins 2 A 2 cose 3 A 3 -{-sin£ 3 À s cos£ 2 A 2 
= sin£ 1 A 1 +sin(e 2 A 2 -f£ 3 A s ) = 2sin -^ (£ 1 A 1 +£ 2 A 2 -)- £8 A 3 )cos-2 U 2 K-{- s 3 A 3 — £,A,) 

de sorte que nous pouvons conclure, en multipliant par sinA 1 et en 
supprimant les facteurs symétriques : 

sinA 1 cos- 7 (£ 2 A 2 -f cgAa-EjA,): sinA 2 cos Tf^Ag-f-E^-^Ag): sinA-jCos-^A! -£ 2 A 2 -£ 3 A 3 ) 

Aux quatre cas : e x =" e 2 = e 3 ; — s 1 — e 2 = s 3 ; e t = — s 2 = e 3 ; £ x = e. 2 =— s 3 
correspondent ainsi, si Ton nomme la somme des angles (extérieurs) 2 S 

O -. sinA t cos(S— A,)r, -j- sinA 8 cos(S— A 2 )r 2 4- sinA 3 cos(S— A s )r 3 

Oj -. sinAj cos S r, 4- sinA 2 cos(S— A a )r 2 4- sinA 8 cos(S— A 2 )r 3 (119) 

2 — sinAj cos(S— A 3 )r! 4- sinA 2 cos S r 2 4- sinA 3 cos(S— A t )r 3 

3 sinA, cos(S— A 8 )r, 4- sinA 2 cos(S— Aj)r 2 4" sinA, cos Sr 3 . 

La droite qui joint O x à A x rencontre le premier côté en 

si n A si n A 

sinA, cos(S— A 3 )r.,4- sin A 3 cos (S— A 2 )r 3 ou — r^ — £-r r., -\ -^ — J-r r 3 etc.; 

1 v 3/ - 3 z/ 3 cos(S— A 2 ) - cos(S— A 3 ) 

les trois droites (0^), (0 2 A 2 ), (0 8 A 8 ) passent donc par un point 

n , sinA, sin A 2 sin A 3 

sin(S-A 1 ) fl + sin(S-A 2 ) * 2 ^ ' sin(S— A^) r3 

qui dans le cas limite, où S = *, coïncide avec l'orthocentre (1 16). 
Pour un triangle plan, le centre du cercle circonscrit (119) sera : 

O sin 2 A,r, 4- sin 2 A 2 r 2 \- sin 2 A 3 r 3 (120) 

tandis que les autres points 1 ,0 2 ,0 3 deviennent des points à l'infini *. 

69. Points et droites isoto- ' Droites et points isogonaux. 
miques. — Les points 1 — Les droites 

Pi - 14V2 + {x 3 x 3 t 3 et Pi -^- + -? 3 - J pj - v 2 u 2 l> 4- v, { u 3 ï 3 et p; -*- 4 -j- - 

ont des rapports de division réci- , ont des rapports de division réci- 
proques avec t 2 et r 3 ; ils sont donc ! proques avec t 2 et I 3 ; elles sont donc 

1 Ainsi O x devenant sin A^ + sin A 2 cos A 3 r 2 + sin A 3 cosA 2 r ; }=ïï — sin (A 3 4A 3 )r, 
4 sinA 2 cosA 3 r 2 4 sin A 3 cosA 2 r 3 sinA 2 cosA 3 (r s — r^4 sin A 3 cosA 2 lr 3 — vj est sur la 
droite qui relie les points à l'infini r 2 — t t et r 3 — r t . 



. * — - •• 
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symétriques par rapport au milieu 
(intérieur) de l'arc x^ 3 . 

Les droites de jonction des som- 
mets du triangle t^r*,^ avec le point 

P ^ n^t! + (^x 2 t 2 + fx 8 x 3 r 3 

déterminent sur les côtés trois 
points : 

* 1 ~ 1*2*2*2 + [*3 X 3*3 9 
P 2 = WVs+Kl X ltl î P 3 Fl X l*l+!** V2 

Les points symétriques par rap- 
port aux milieux : 

-Cl- + _«L ; 

f*2 X 2 f*8 X 8 



(8 44) symétriques par rapport à la 
bissectrice (intérieure) de l'anglel^ 
Les points d'intersection des côtés 
du trilatère l^,^ avec la droite 

P v i u iïi + vjUjïa + v 3 u 8 ï 3 

donnent, si on les relie aux sommets, 
trois droites 

Pi V *U 2 Ï2 + V 8 U 3Ï3 ; 
P2 ^V^* V^ ; Ps~ v lUlIl + VM2 

Les droites symétriques par rap- 
port aux bissectrices : 



Pi = 



r 2 - 



Pi 



ft» X 3 Hl x l !*1 X 1 l*2 X 2 

reliés aux sommets donnent trois 
droites passant par un même point 



F 



r i +-!'_+ r * 



{*8 X 3 



1*1 X l f*2 X 2 

Les points P et P' forment un 
couple de points conjugués isoto- 
miques. Les coordonnées d'un des 
points sont —^ — , — , — , —, — , lors- 

l*iXi |*»X 8 {^3X3 

que celles de l'autre sont x l9 x 2 ,x 8 . 

Prenons maintenant les trois 
points d'intersection de la droite 

P ^ V l U lll "H V 2 U >Ï« + V 3 U 3ÏS 

avec les côtés du triangle * : 

1*3 «. . 



P t - ^ t, 

1 u, " 



u. 



^3 9 



2 u 3 A u, l ' 3 






l*i r lh r 
V i — ï 2 . 







u 




l, 








Pi 


v 2 U 2 


+ 


V 3 U 3 " 






u 




ï, 




I, 




u 




- 4- 


* « 


Pi 




+ 




w 


i 


ViUj 


v lUl 




V 2 U 2 



P2 



donnent avec les côtés trois points 
situés sur une seconde droite 



t. 



Vl"l 



u + 1, 



V9U0 



v «Us 



Les droites p et p' forment un 
couple de droites conjuguées iso- 
gonales. Les coordonnées de Tune 

sont -=— , —j— , —«— lorsque celles 
vju, v^u, vju 3 ^ 

de l'autre sont u x ,u 2 ,u 3 , 



u 



u., 



Prenons maintenant les trois 
droites de jonction du point 

P ji^tj + U~ 2 X 2*2 -+- f*»x 8 t s 

avec les sommets du trilatère 



Pi 



P2 



v.. 



8 



X. 



U- 



^2 
x > 

v 



V.; 



•2 v *3 ? 



X, 



3 



3 



^ h 9 P3 Y H 
-M A i 






1 Pour que r 2 — Xr., soit le point de rencontre avec le premier côté, il faut et il 
suffit que (r.>— ).r 3 ) (v 1 u 1 ï 1 + v 2 u 2 I, + v 3 u a ï a ) soit zéro. Il s'ensuit À = v^sinh* : v 3 u : , sin h a 

= jigU, : (i 2 u s = — — ■ 



U,; 



u« 
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Les points symétriques par rap- 
port aux milieux : 

TV U 2 u * 

1 \h P« 3 



«-x. Uq ui -. ui u.i 



*3 fi > * 3 £ *1 

1*8 Kl 1*1 Kï 

sont situés sur une seconde droite 1 : 



p' ^ ïiÉ f + !îJÎ? r + !» ]^ f . 
F Ui * ^ u, ** ^ u, ■* 

Les droites p et p' forment un 
couple de droites conjuguées isoto- 
miques et si Ui sont les coordonnées 

a? 

d'une, celles de l'autre seront — ■ 

Ui 

70. Nous voyons donc, qu'au 
point P(xt) correspond un point 
isotomique P ', dont les coordonnées 
yi satisfont à 

yi = ^ ( I2I i) 

tandis qu'à la droite p(Ui) corres- 
pond une droite isotomique p' dont 
les coordonnées Vi satisfont à 



Vi = 



Ui 



(I22 X ) 



Si P parcourt la droite p, le point 
isotomique P' ne décrit nullement 
la droite p' 

car si Xi satisfait à l'équation de 
la droite u 1 x 1 4- u 2 x 2 -+- u 3 x 3 = o 
le point conjugué y» satisfera à cause 
de (i2i x ) à l'équation du second 
degré en yi : 



u 



i 



V\Y\ 



u. 



f 



Uj 



wyi ky 



O . (123!) 



Les droites symétriques par rap- 
port aux bissectrices : 



Pi 



x 2 ï X 3 



'2 



l 2 -?Ï3Î 



P2 



X. 



3 



X 



*3 „ »1 » P3 — „ h 



*2 



Va 



passent par un second point : 



p, f*i v î 



ri + M t2 + ^V 



Les points P et P' forment un 
couple de points conjugués isogo- 
nauXy et si Xi sont les coordonnées 

V 2 

d'un, celles de l'autre seront -J- • 

Xi 

Nous voyons donc, qu'à la 
droite p(uO correspond une droite 
isogonale p', dont les coordonnées 
sont 

tandis qu'au point P(Xi) correspond 
un point isogonal P', dont les coor- 
données sont 



yi 



Zi 

Xi 



(I22 2 ) 



Si p tourne autour de P, la droite 
isogonale p' ne tourne pas autour 
de P' 

car si u t satisfait à l'équation du 
point UjX x 4- u 2 x 2 -f- u 3 x 3 = o 
la droite isogonale Vi satisfera à cause 
de (i2i 2 ) à l'équation du second 
degré en Vi 

Xi Xg X 3 / o \ 

-•» 5 5 — = O . (I 20*) 

V V V V V V \*-~~Ar 

'l>l v jf v » v 3>3 



1 Pour en trouver le vecteur, il suffît de prendre le produit vectoriel des vecteurs 
de P; et Pi . (} 17). 
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qui représente une conique sphé- 
rique, passant par les sommets, 
dont les coordonnées ponctuelles 
sont ( 1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) . 

A toutes les droites Ui passant 
par le point 

XjUi -f- X 2 U 2 -f- X3U3 = o 

correspondent des droites isotomi- 
ques tangentes à la courbe du second 
degré en Vi 



Vi 



n T. 1- 



v s 



v 3 



OMi) 



qui est une conique sphérique tan- 
gente aux côtés, dont les coordon- 
nées tangentielles sont (1,0,0), 
(0,1,0) , (0,0,1) . 

70 bis . Si Si et ci sont les distances 
sphériques des sommets du triangle 
aux droites isotomiques, on a d'abord 

sinSi y # sin £i 

ViSinhi ViSinhi 

et ensuite à cause de l'équation (122^ 

sin Si sin 6i = constante . (i25 t ) 



qui représente une conique sphé- 
rique tangente aux côtés, dont les 
coordonnées tangentielles sont 
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). 

A tous les points Xi situés sur la 
droite 

U 1 X 1 + U 2 X 2 + U 3 X 3 = O 

correspondent des points yi isogo- 
naux satisfaisant à l'équation du 
second degré en yi 

U,v? U,vJ u 3 vj 

^-+^ + ^- = (124,) 

>i y* y» 

qui représente une conique sphé- 
rique passant par les sommets, dont 
les coordonnées ponctuelles sont 
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) . 

Si \i et T,i sont les distances sphé- 
riques des points isogonaux aux 
côtés du triangle, on a d'abord (71) 

sin £i sin r {i 






fjL,sinhi ^ l ' ' ViSinhi 



et ensuite à cause de l'équation ( 1 22 2 ) 
sin li sin r {i = constante (i25 2 ) 



71. Point de Lemoine. — Les coordonnées projectives du bary- 
centre, point d'intersection des médianes : 

G ti + t, + t 8 

sont évidemment 1 : \l 19 1 : p 29 1 : j* 3 ; celles de son point isogonal, qui 
d'après (i22 2 ) sont en général vï' : x t , v 2 : x 2 , v 3 : x 3 deviennent 

222 sin 2 A, sin 2 A., sin-A 3 

Kl v l > W* > W3 OU — — , — — '- > — 

^1 r-2 P3 

Le point isogonal lui-même est donc 

K sin 2 A 1 r 1 +sin 2 A 2 r 2 -t-sin 2 A 3 r 3 ou sin 2 a 1 r 1 4-sin 2 a 2 r 2 +sin 2 a 3 r 3 . (i26 A ) 

Ce point remarquable, qui est à l'intersection des symédianes, c'est- 
à-dire des droites symétriques aux médianes par rapport aux bissectrices 
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intérieures, est le point de Lemoine aussi bien pour le triangle plan que 
sphérique. Dans le cas d'un triangle plan, sin 2 Aj étant proportionnel 
à af , le point devient 



K -.< afr 4- 4*i + a|t 8 • 



( 1 26*) 



72. Réseau de Môbius. — Si dans le plan un point Xi est donné, 

on peut, par la construction de droites, 
obtenir le point m^, m 2 x 2 , m 3 x 3 , pourvu 
toutefois que m 1 ,m 2 ,m 3 soient des nombres 
entiers et positifs. Cette méthode est celle du 
réseau de Môbius. Nous allons la généra- 
liser pour la sphère et démontrer en même 
temps qu'il existe une construction analogue 
pour les droites. 

Les points (fig. 12) (ajp), (a 2 p), 
(a 8 p) situés sur la droite donnée 

P ~ V 1 U A + V 2 U 2 l 2 4" VgUglg 




Fig. 11. 

Les droites (fig. 1 1) (A^), (A 2 P), 
(A 3 P) passant par le point donné 

P -- ^Xiti 4- {A 2 x 2 t 2 4- [A 8 x 8 r 8 

et les sommets du tri- 
angle, rencontrent les 
côtés opposés en 

Pi ^ f x 2 x 2^2 "+" \Hi x dh 
P2 - V-3 x sh + H-iXiti 

P 3 : : frXft 4- frX 2 t 2 

tandis que la droite 
(P 2 P 3 ) donne avec la 
droite (A X P) comme 
point d'intersection Fig 

P' =" (f*3 X 3f 3 + Ml*l) + (^lVl + Pi****) 

■- ^xjtx + (|i 1 x 1 r 1 + (* 2 x 2 r 2 + ?**&) 

ou encore 
P' :-- 2 i^xjt! 4- ^x 2 r 2 4- |x 3 x 3 r 8 . 

De même la droite (P 2 P 8 ) donne 
avec (AiP) le point d'intersection 

P"^ 3 JXlXjt! H- 1*2*2*2 + |X 3 X. } t 3 . 




I 



12. 



et les côtés du triangle, 
déterminent avec les 
sommets opposés les 
droites 

Pi - V 2 U 2*2 + V 3 U *Ï3 
P2^ V 3 U 3*3"+- v l U lïl 
P» ~ V l U lll ~*~ v 2 U 2t 

^ tandis que le point 
(p 2 p 3 ) donne avec le 
point (a^) la droite de 
jonction 



P' 



( W3+ v lUili) + (vxU^ + v 2 U 2 î,) 

r: Vi^lj + (^U^ + V 2 U 2 L + V 3 U 3 10 

ou encore 

p* -- 2 v^Ji 4- v.jUJk 4- V3U& 

De même le point (p 2 p 3 ) donne 
avec (ajp) la droite de jonction 

p" - l^U^-l- v 2 U 2 l, 4" v 3 U 3 ï 3 
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En répétant m l — i fois la même 
opération, on arrive au point 



En répétant m, — i fois la même 
opération, on arrive à la droite 



p(m, 



f*i(mi x i)*i + ^X2*2+^aX:*f:* ! P (m, ~ 1) v i(™iUi)li+ v 2 U.X+v 3 U3Ï3 



On a donc, sans changer les deux autres coordonnées, multiplié la 
première par m l . Il est évident qu'on peut maintenant, sans changer la 
première et la troisième, multiplier la seconde par m 2 , etc. 

Si l'on part du point-unité ou de la droite-unité (1,1,1) on peut 
arriver de la même manière, par des constructions de droites sphériques, 
à tous les points et droites, dont les coordonnées sont des nombres entiers 
et positifs, tandis qu'en partant du point (i, i, — i) ou de la droite (1,1, — i) 
on obtient les points et les droites, pour lesquels la troisième coordonnée 
tout en étant un nombre entier, diffère par le signe des deux autres qui 
sont également des nombres entiers. Lorsque les coordonnées sont frac- 
tionnaires, on les multiplie d'abord par le plus petit multiple commun 
des dénominateurs. Les points et droites à coordonnées irrationnelles 
doivent être considérés comme des limites de points et droites à coor- 
données rationnelles. 



73. On peut rapprocher de la méthode exposée une autre, dont le 
principe pour le plan est dû à M. Boubals, mais qui peut facilement être 
étendue à la sphère. Elle consiste à trouver par des constructions de 



droites le point x\ ti + x 2 t 2 -f-xj" t 3 , lorsqu'on connaît x^-hx^ H- x£r 3 . 
En l'exposant, nous montrerons en même temps qu'une construction 
analogue existe pour les droites. 



Etant donné le point 

sur le premier côté, nous construi- 
sons Pi --=- x 2 >+1 r 2 -+- xir^tj de la ma- 
nière suivante. Nous prenons sur 
le second côté du triangle sphérique 
(ou plan) un point Q 2 x 3 r34-(x 2 -x 3 )t 1 
que nous joignons au sommet A 2 par 
la droite q 2 ; ensuite nous menons 
une droite a; par le point donné Pj 
et le milieu « extérieur » du second 
côté t 3 — ti . La droite qui relie le 
point d'intersection (q 2 ,a 2 ) au pre- 



Etant donnée la droite 
P! ulX -h U& 

passant par le premier sommet, nous 
arrivons à la droite pj Ug t+uj* l^ 
par la construction suivante. Nous 
faisons passer par le second sommet 
du triangle sphérique une droite 
q 2 ~ u 3 l 3 -f- (Uo-Ug)^ dont le point 
d'intersection avec le côté a* est le 
point Q 2 : ensuite nous déterminons 
l'intersection A 2 de la droite don- 
née p x et de la bissectrice extérieure 
du second sommet l à — t, . Le point 
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mier sommet A x détermine enfin 
sur le premier côté a x le point 
cherché P{ . 

En effet, le point d'intersection 
(q 2 ,a 2 ) est d'abord sur la droite 
(Q 2 , A 2 ) et com me tel il est de la forme 

X 3 t 3 + (X 2 — Xg)?! + Xt 2 

X étant un coefficient provisoirement 
indéterminé. Il est aussi sur la 
droite a» et comme tel de la forme 

xit, 4- 4h + K*8— *l) 

Pour que les deux expressions 
trouvées représentent le même point, 
il faut et il suffit que 

(x 2 — x 3 ) : X : x 3 = — u. : x 2 '. [*4-x 3 
d'où Ton tire 

P v ^ ,P"f-l m p 

(x — x 8 ^x 3 — x 2 j : x 2 et a — x 2 : x 3 
Lepoint(q 2 ,a 2 )est par conséquent 



pli 



r p4-i 



(x 2 — x 3 )x 3 f 1 4-x 2 t 2 4-x 3 ? 3 

et sa première transversale angulaire 
rencontre le côté opposé en 

r x ■-- x 2 r> 4- x 3 t 3 

Après avoir déterminé de la même 
manière le point : 



P; 



4 r 3 +x{ r A 



sur le second côté on aura comme 
intersection des transversales an- 
gulaires (A A Pi) et (A 2 P 2 ) le point 
cherché 

P, p-+ 1 p4-l , ]>-rl 

: ■ x; ti 4- x 2 t 2 4- x 3 t 3 



d'intersection de la droite (Q 2 ,A 2 ) et 
du premier côté a x détermine enfin 
avec le premier sommet A x la droite 
cherchée p^ . 

En effet, la droite (Q 2 ,A 2 ) passe 
d'abord par le point (q 29 a 2 ) et comme 
telle elle est de la forme 

u 3 t 3 -f- (u 2 — u^+Xt 

X étant un coefficient provisoirement 
indéterminé. Elle passe par le point 
A 2 et comme telle elle est de la 

forme 

u% 4- u% 4- Klj— li ) 

Les deux expressions représentent 
la même droite, lorsqu'il y a pro- 
portionnalité entre les coefficients : 

(u 2 — u 3 ) : X : u 3 = — |x : u 2 : jx + u 3 
d'où Ton tire 

a = uj(u 3 — u 2 ) : u 2 et X = u 2 ^ : u£ 
La droite (Q 2 ,A 2 ) est donc 

(u s —Uj,)u!& -h u^\ 4- 1*^% 

et si Ton relie son intersection avec 
le premier côté au premier sommet 
on obtient 

P! u 2 l, + u£ t^ 

On détermine de la même ma- 
nière la droite passant par le second 
sommet 

P,>- u 3 IgH-ui l x 

Comme droite de jonction des 
points (a^pi) et (a 2 ,p 2 ) on obtient 
alors la droite cherchée 



.pu, 



.p+i 



IH1, 



ur%+ur%+uri. 
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= a 3 . 



Comme application prenons (fig. 13) dans un triangle plan x, 
nous aurons alors Q 2 - a 3 r 3 + (a*— a 8 )*i ce qui signifie que A t Q 2 
Si nous commençons par le bary- 
centre 

G = t!+ 1, 4- 1 3 = a^r, -h a 2 r 2 -f- a 3 r 3 

nous trouverons, en exécutant la 
construction indiquée, d'abord les 
points Pi et P 2 et ensuite comme 
intersection des transversales 
(A t ,P;) et (A^ Pi) le centre du 
cercle inscrit 

I = a^-t- a 2 r 2 + a 8 r 3 

En répétant la même construction nous trouvons le point de Lemoine 

K --- afo -4- a\x 2 -+- a|r 8 

et ainsi de suite. Il est évident qu'en exécutant la construction en sens 
inverse, on obtient les points 




a 1 ti -4- a, 2 t â + a3 t 8 



(r = 1,2,3, ) 



74. Points brocardions. — Par le pied P x de la première trans- 
versale angulaire du point 

P = x 1 t l -h x*V 2 4- x 3 t 3 

et le « milieu extérieur » r 3 — ^ du second côté, menons une droite sphé- 
rique. Son point de rencontre P 3 avec le troisième côté sera d'abord de la 
forme x 2 t 2 + x 3 r 3 -f- Kh — *i)> °û * est provisoirement indéterminé. Mais 
ce point étant sur le troisième côté, t 3 doit disparaître, il faut donc 
que X soit — x 3 ; nous trouvons ainsi 



P; - -^ + 



t. 



x., 



x s 



3 



On voit facilement : i° qu'en commençant par P 2 ou par P 3 on arrive 
de la même manière aux points : 



«■■*+* 



x. 



■8 



X 



p; ^+ Vi 



1 



X, 



x.> 
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et 2° que les trois droites, qui relient les points obtenus aux sommets 
opposés, passent par un point 

p' 3 - r ± + h + h 
x 2 x 3 x 1 

qui est le point brocardien rétrograde correspondant au point P. 

Si nous répétons pour le nouveau point obtenu ce que nous avons 
fait pour P nous trouvons un troisième point 



if 



X 3*l ~t" X l*2 ~^~ X 2*8 



et en continuant ainsi nous avons dans le triangle sphérique ou plan un 
groupe de points dont les coordonnées barycentriques fa = i) sont : 

(x 15 x 2 ,x 3 ) , f — , — i — J, (x 3 ,x t ,x 2 ), t — > — , — J, (XgjXgjXj, ( — , — > — j; (x,,x 2 ,x 3 ) 

et dont le septième coïncidera de nouveau avec le premier. 

Il est évident qu'on aurait pu mener une droite sphérique par P t et 
le « milieu extérieur » du troisième côté, et en déterminer le point de 
rencontre avec le second côté, etc. En faisant cela on trouve 

(x l9 x i9 x z ) , ( — , — > — J, (x 2 ,X3,Xj) 5 / — , — , — j, (x 3 ,x 1 ,x 2 ) 9 ( — > — > — I; (x 1 ,x 2 ,x 3 ) 

c'est-à-dire les mêmes points, mais dans l'ordre inverse. 

Prenons par exemple au lieu du point P le point de Lemoine 
(sin 2 A ly sin 2 A 2 ,sin 2 A 3 ); en opérant comme il a été indiqué, on obtient 
un groupe de points, dont surtout le second et le sixième 

Q' ? — **— + _i 2 — + -A- Q -, -A— 4- *» + *» (i 27) 

sin 2 A 2 sin 2 A 3 sin 2 Aj sin 2 A 3 sin 2 A, sin 2 A 2 v ' 

jouent un certain rôle, ce sont les deux points de Brocard. Dans la 
théorie du triangle plan où Ton peut les écrire 

Q ~-¥ 1 + ii + ¥ l Q ir + if + ir ( i28 > 

ces points sont d'une grande importance. Le premier est le point rétro- 
grade, le second est le point direct de Brocard. 

Remarquons en passant que par une construction analogue à celle 
que nous venons d'exposer, on peut construire les droites 



k , t , l* 




li , i> , u 


_JL _j *. _|^ _i 


et 


— "h — -f- — 


U 2 U 3 Uj 




u 3 u x u 2 



lorsqu'on connaît la droite u^ -+■ u 2 l 2 4- u 3 t 3 . 
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75. Dans un triangle plan le centre du cercle circonscrit O, le bary- 
centre G et Torthocentre H sont sur une droite, qu'on appelle la droite 
d'Euler. On peut le démontrer : i° en formant avec les trois vecteurs 
correspondants le produit scalaire (| 3j) 9 sa valeur est zéro; 2° en formant 
le déterminant (70^ avec les coordonnées des trois points. Enfin 3° on 
peut écrire 1 

tgVH-tgA 2 r 2 + tgA 3 r3 = (tgA J +tgA 2 +tgA 3 )r h = tg A, tg A 2 tg A 3 . r h (i2 9 > 

sin2A 1 r 1 -f sin 2 A 2 r 2 -f-sin2A 3 r 3 = (sin 2 A,+sin 2A 2 + sin2A 3 )r =— 4sinA 1 sinA 8 sinA 3 .r t > 

Il s'ensuit, t h ,r 05 tg étant les vecteurs-unités de H, O et G : ^ 

«a 1 «* I 2 3 ^""H^-*! ^'l^-'2 1 / ^~*1 ^-*9 ^-"3 \ 

t h 4- 2t = ^§- 3 v x + ^ t 2 4- 5^ t 3 ) — (^ r x 4- g^ r 2 + ^ v s j 

d'où nous concluons, non seulement que G est sur la droite de jonction 
de H et de O, mais encore que le rapport de division 

(HOG) = — 2 (i3i) 

76. Dans un triangle plan le point de Lemoine est sur la droite qui 
relie le milieu de la hauteur hi au milieu du côté ai (Schlœmilch). 

Les vecteurs- unités correspondant aux extrémités de la première 
hauteur sont t A et (tgA 2 r 2 + tgA 3 r 3 ) : (tgA. 2 -MgA 3 ); au milieu de cette 
hauteur correspond donc (81) le vecteur 

r i + tg ^f 2 t!^ — • ou (tg A 2 + tg A 3 )r, + tg A 2 r 2 + tg A 3 r 3 



tgA 2 +tgA 



3 



tandis que le vecteur correspondant au milieu du premier côté est r 2 +t 3 . 
Or on a : 

SiQQL^gA^tgA^+tgA^+tgA^ 

et comme le second membre est le point de Lemoine (126!), il est 
démontré qu'il se trouve en effet sur la droite qui relie les deux milieux 
en question. 

77. Dans un triangle plan les points O, K et Q forment un triangle 
rectangle, dont OK est Thypothénuse. Il en est de même des points O, K 



1 II faut se rappeler que dans le plan la valeur absolue pour le vecteur d'un point 
est la somme des coefficients de ri,r 2 et r 3 . (§ 58.) 
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et Q' ; en outre KQ = K.Q'. Nous le démontrons en nous servant pour la 
distance de deux points de la formule (104), qui contient les coordonnées 
réduites des points en question. On obtient ces coordonnées réduites 
facilement en divisant les vecteurs de ces points par leur valeur absolue 
qui dans le plan (§ 58) est la somme des coefficients de r^t*,^. Nous 
avons donc (126, 128, 120) 1 : 

afc+afo+afo a'afo 4- afefo + afefe 

a* 4- a? 4- a» ajaj 4- ajaj + a^aj (132) 

aï(aï-a;-a^r, 4- a;(aî-aî-aj)r f + aï(aï-*ï-*ï)î s 

O =- — — — ^ — 1 » t 1 

ai 4- a^ 4~ a 3 — 2â|a 4 — 2 a^a^ — 2a^aj 

En introduisant les abréviations : 

aï+aî+aî = « , aï 4- a 4 2 4- a^ p , aJai + aJaS+aïa»-- y . (i33) 
et en appliquant la formule (104) nous trouvons d'abord : 

; 2 —0*0*0* Ï"~P . 7^ 2 — 0*0*0*. Y""? . ^TT 2 — fl «,2o* 4^—?) 



Kû =a;a|a|. ' ' ; £X) = a;a' a a 3 • ■ ' ; ok = a^a 8 . 

ï( 2 y+P) . y( 2 ï— P) 4t 2 — ? 2 

et par conséquent aussi 



KO = Kû 4- ÛO (134) 

77 bis . On peut démontrer le théorème du paragraphe précédent 
d'une autre manière. Pour tout triangle sphérique les trois points en 
question sont : 

a-J-i + '-i + '-i 

S 2 S 3 Sj • 

O ^ s^ 4- s^ 4- s 3 Ï3 , K --- sft 4- sfo 4- s& 

Pour que les droites (Û,K) et (Q,0) soient perpendiculaires, il faut 
et il suffit que le produit vectoriel de leurs vecteurs, qui d'après (23) est 

Q2.KO — QO.QK (134J 

soit nul. Or, on a 



1 On trouve la forme donnée ici au vecteur de O en remarquant que 

.... . a.\aî — a — a.J 2/2 2 s\ fi3*>^ 

sin2Ai .*. sinAjLCOsAi .-. a^osAi .*. — — * — -= — — .-. a^ai—a.,, — a 8 j K 1 ^^/ 

^2"3 
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KO = A (s? + sj+ sj) ÛO = A (^+ ^+ y 

O* -« + <+*)($+£+£) 

- | (s,»+ sf) sec*^ - { (s? + sj) sec'i - } ( S J + s 8 «) sec'^ 

On voit sans peine que la différence (134J devient zéro, lorsqu'on 
passe à la limite parce que dans ce cas on a : 

sin 2 ai : sin 2 a k = a? : a* et sec y = 1 . 

78. Si l'on mène par les sommets du triangle sphèrique des droites, 
dont chacune divise la surface en deux parties égales, ces trois droites 
passent par un point (Huebner). Ce point est 



' ri+r2ï3 Ï2+Ï8Ï1 Ï3+Ï1Ï2 

si Ton pose par abréviation cos ^ ---:• yi 

En effet, si la première droite rencontre le côté opposé en A 4 - X 2 r 2 +X 3 t 3 , 
on aura d'abord, AiA k étant comme toujours ai k , d'après § 42 : 



X 



3 *2 



sina 24 sina^ 
tandis que l'égalité des surfaces donne 1 : 

(x 2 r 2 +x 8 t 3 )Yy 1 y 2 = to+^)W t 

COS -y COS -jP COS -** COS -^ COS -**- COS -j* 



(I) 



OU 



/ 8 A 2 



cos -£* cos Hp cos -^ cos -j* 



(II) 



1 Si l'on introduit dans la seconde formule du § 27 l'excès sphèrique 4- = u— S on 
trouve 

sin -g- = riV^rg : 4 cos ?* cos?? cos ^ 

Deux triangles r^r,,^ et ri, ri, ri ont la même surface si 

,11 
riVrjTs : cos -^ cos ^ cos ^ = r[YrJr 8 : cos |* cos ^ cos ^ • 



— 66 — 

Pour éliminer a 24 et a^ de ces deux équations nous allons : i° diviser 
la première par la seconde; 2 dans l'équation ainsi obtenue remplacer 
a 43 par a 23 — a 24 et en tirer d'abord la valeur de tg ^, puis celle de sina^; 
enfin 3° substituer cette dernière valeur dans la première équation. En 
opérant ainsi nous obtenons, en appelant cos ^ == y\ , 

A2 . Ag - 



Ï2-+-Ï8Ï1 Ys+YlY* 

Le point d'intersection de la première droite avec le premier côté 
est donc : 

n Ï2*2 , Y3Ï3 

r l " „ _J + 



Ï2+Ï8Ï1 Ys + YlY2 

On voit qu'elle passe avec les deux autres droites par le point : 

r = _Ilîi_ + ^l_ + _^_ (l36) 

, Ï1+Y2Ï3 Y2+Ï3Ï1 YS+Y1Y2 

Pour un triangle plan nous aurons y t = y 2 » y 8 = 1. Le point trouvé 
coïncide alors avec G, point d'intersection des médianes. 



CHAPITRE VI 



79. Jusqu'ici nous nous sommes occupés de l'équation homogène 
du premier degré en Xi ou Ui ; nous allons voir maintenant ce que repré- 
sentent les équations homogènes d'un degré supérieur lorsqu'elles ne 
contiennent que deux des variables x { ou u t . 



L'équation homogène du second 
degré en x t et x 2 

ax* 4- 2 bx x x 2 -|- ex* = o ( i ijj 

pouvant être décomposée en facteurs 
linéaires : 

a(x 1 —tsx i ) (x 1 —ts f x i ) = o 
représente deux droites : 



X t — (TXo = o 



X« — (JX« = o 



L'équation homogène du second 
degré en u x et u 2 

au* -f- 2 bu^j, -f- eu* = o (i37 2 ) 

pouvant être décomposée en facteurs 
linéaires : 

a(u x — ffu 2 )(u x — <j'u 2 ) = o 
représente deux points : 

Uj <TU 2 = O Uj (ï'u 2 = o 



passant par le sommet A 3 (o,o,i) du 
triangle de référence. Leurs coor- 
données sont (i, — <y,o), (i, — <j',o) et 
leurs vecteurs par conséquent 

v^— v,dt v^— v 2 d't 2 



situés sur le côté a 3 (o,o,i) du tri- 
angle de référence. Leurs coordon- 
nées sont (i , — <r,o), (i , — <r', o) et leurs 
vecteurs par conséquent 

HA— IV*» Pi*i— f*i«'*» ( l38 ) 



L'angle des deux droites (i37 x ), se trouve facilement par la formule 
suivante * : 



tg? = 



\( V A— v 2 g <2) ( v l^l— v 2 g %)l 
( V lll MW ( V lll V 2*%) 



v 1 v 2 (<y — a') sin A 3 



V* ViVg^-h <3')CO$hs-\-V*<5G 



(i3 9 ) 



tandis qu'on trouve la distance e des deux points (i37 2 ) en changeant 
o , A 3 et Vj en e , a 8 et ^ • 



1 Le numérateur est égal au produit des tenseurs par sin 9, le dénominateur au 
produit des tenseurs par cos 9 . » 
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Or, comme les racines <y et </ satisfont aux équations 



il s'ensuit que 



et 



2 b , c , 2Vb*— ac 

a ' a ' a 



2 v,y, sin AaVb* — ac 
tgo = — — — 

vj a-f- 2 v^b cos A 3 4- vjc 



_ 2p. 1 fx 2 sina 8 yb 2 — ac 
p|a+ 2^1x2 bcosa 8 -h [4 e 



(>4°i) 



(14^2) 



Pour que l'angle des deux droites 
sphériques (1 37 x ) soit droit, il faut 
et il suffit que 



Yja+2v 1 v 2 bcosA 8 -hvJc =0 . (hiO 

Lorsqu'on passe à la limite, c'est- 
à-dire au plan, l'équation (137!) 
représentera toujours deux droites 
passant par le sommet A 3 du tri- 
angle de référence, dont l'équation 
(i40 1 ) donne l'angle <p ; elles ne sont 
perpendiculaires que lorsque la con- 
dition (141!) est remplie. 



Pour que la distance sphérique 
des deux points (i37 2 ) soit un qua- 
drant, il faut et il suffit que 

jiJa-4-2fjL 1 (jL 2 bcosa 3 -f jx|c = o. (141^ 

Lorsqu'on passe au plan, l'équa- 
tion (i37 2 ) représente toujours deux 
points, dont la distance est * 

£ = 2j*ifrga 8 Vb z — ac 
[j^a-f 2[/. 1 [A 2 b-f-j/|c 



(142) 



Le dénominateur divisé par a 
n'est en somme autre chose que 



i*i— î^Ms+O + fv™' ou G^— ivOGh— f^O 

il ne devient nul que lorsqu'une des racines est j^ : ^ 9 le point corres- 
pondant (i38) est dans ce cas ti — r 2 c'est-à-dire le point à l'infini. 



80. Cherchons encore l'équation des deux bissectrices pour les 
droites représentée par l'équation (137!). ^ s vecteurs-wmï& de ces droites 
sont 

( v lïl v t*ï«) l T et ( V J v 2*%) : T ' 

si t et t' sont les tenseurs, satisfaisant aux équations : 



2 . 2 



s . « u 



t 2 = Vj-f-Vgd 2 — 2v 1 v 2 <rCOsA 3 et t' 2 = v 1 +v 2 <t /2 — 2v 1 v 2 <j , COsA 8 (143) 



1 Dans la formule générale ( 140,) on aura à la limite tge : sin a s = e : a 3 et cosa 3 = 1. 



1 
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Les vecteurs des deux bissectrices sont par conséquent (82) : 

et leurs équations 






(t'4- t)x x — (<rr'4- <j't)x 2 =0 et (t' — t)x x — (<jt' — a'x)x 2 = o . 
Réunies en une seule elles donnent : 

(t'*— T*)X? — 2(<ït' 2 — <î't*) X X X 2 4- (aV2 — d'2 T 2) x 2 == 

ou simplifiée à l'aide des équations (143) : 

(v 1 v 2 acosA 8 + vgtyx'i 4- (v 2 c — via)x 1 x 2 — (v*b4- v 1 v 2 ccosA 3 )x 2 = o (144) 

C'est Téquation des deux bissectrices. On trouverait de même l'équa- 
tion des « deux milieux » pour les points représentés par (i37 2 ) 

(«x 1 {x 2 acosa 3 4- (4b)u'i-4- (|4c— jx'^Xua— (^b 4- f^ccosa,)^ = o * (145) 

81. Cherchons les rapports anharmoniques des deux couples de 
droites : 

axj 4- 2 bx^ 4- cx 2 = o et a'x* 4- 2 b'x^ 4- c' x 2 = o . 
Les quatre droites sphériques ou planes représentées sont 

et leur rapport anharmonique (85) est, par conséquent, v 2 : v x disparais- 
sant partout 

*1 *3 . *1 *4 ^ \ *2 "t" *3^4 ™8*B *1 *4 
À 2 / g A 2 À^ ^i^ 2 4~A 3 À. 4 ^1^3 ^2^4 

ce qui, à cause de la valeur des racines : 



^ — b— ÊiVb 2 — ac 
1 a 


X 3 = 

>4 = 


— b'+e^yb' 3 — a'C 
a' 


, — b-MxVb*— ac 
h- a 


— b' — e 2 Vb' 2 — a'C 
a' 



1 Si l'on veut calculer la distance des milieux pour le plan, on n'a qu'à poser 
cosa 3 = 1 dans Y équation des milieux (145), et employer ensuite la formule (142). On 
voit sans peine que le dénominateur s'annule ; e est donc infini, ce qui nous prouve 
de nouveau que dans le plan « le milieu extérieur » est à l'infini. 
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où gjet e 2 représentent l'unité positive ou négative, peut s'écrire 

(ac'— 2bb'4 - a^c) 4- 2 £l e 2 V(b 2 — ac)(b' 2 — a'C) 
(ac' — 2 bb' 4- a'c) — 2 e 1 e 2 y(b 2 — ac)(b'-— a'C) 



(146) 



Les deux unités ej , e 2 peuvent être de même signe* ou de signes 
contraires. Il y a donc, comme il est d'ailleurs facile à voir, deux rapports 
anharmoniques. Pour qu'il soit harmonique, c'est-à-dire égal à — 1, il 
faut et il suffit qu'on ait 

ac'— 2bb f 4 a'c = o . (H7^ 

Le rapport (146) et la condition (147) restent évidemment les mêmes, 
lorsqu'au lieu de droites il s'agit de deux couples de points sur la sphère 
ou dans le plan. 

82. Cherchons encore le couple de droites conjugué harmonique 
par rapport aux deux couples 

a'x* 4- 2 b'x 1 x 2 4 c'x 2 = et a"xf 4- 2 fr'XjX* -4- c"x 2 = o . 

En supposant qu'il soit axf 4- 2bx 1 x 2 4-cx 2 = o nous avons par la 
condition (147) ac' — 2 bb' 4- ca' = et ac" — 2 bb" 4- ca" = o et en 
éliminant a, b, c, on a : 



Aj /Il A.) Aa 

C b' a' 
c" b" a" 



= o . 



(h8) 



qui est l'équation des deux droites cherchées. En remplaçant x t et x 2 
par u t et u 2 l'équation .(148) représente le couple des points, qui par 
rapport aux couples a'uj-t- 2b'u 1 u 2 -h c'u. 2 =o et a"uf 4 2b"u 1 u 2 +c"u 2 = o 
possèdent un rapport harmonique. 



1 



Transformation des coordonnées. 



83. Le changement de coordonnées le plus général consiste à passer 
du triangle de référence (t l9 x 29 t 9 ) à un autre (t[X 2 >Vz), tandis que les 
coefficients {/.i, qui à cause de ^i = sinAi déterminent en même temps 
les Vi, sont remplacés par d'autres coefficients u.;. 
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Si les sommets du nouveau triangle sont donnés par les équations : 

I { |X 2 t 2 = K-ibgit! + fA 2 b 22 t 2 -}- P-3 b 23^3 
f*3*3 = 1^1*1 + f x 2 b 32t 2 4- (A 3 b 33 t 3 

c'est-à-dire si les coordonnées x des nouveaux sommets tï sont bu, b if , b i3 , 
la multiplication vectorielle des deux dernières équations donnera, B ik 
•étant le mineur de b lk dans le déterminant | b n b 22 b 33 | = B 

^^sina^ = K 2 |A 3 B 11 sina 1 ï 1 + fx 3 (A 1 B 12 sina 2 l 3 + i^B^sinagl, . 



Mais si Ton se rappelle que 



sinAî îx|v[ 

sinai = __ = e_ 



sinai = 



sinAî {XiVi 



M 



M 



(149) 



on peut en posant 



flt*2>8 M 



; = P 



donner à cette équation et à deux autres, qui se forment d'une manière 
analogue, la forme 

P v iïi = v iBnïi + v 2 B 12 t 2 + v 3 B 13 lj 
II pv^ = v^iÏ! -4- v 2 B 22 l2 -4- vgBgglj 

> P v sïs = v i B 3iIi 4- V 2B 32 Ï2 + ^iPsah 

Formons la somme des équations (I), après les avoir multipliées 
par Bn,Bii,B 3 i; nous trouverons 

Bftt! = riBnfi 4- (4B 21 r 2 4- riM4 

III B|x 2 t 2 = (xiB 12 ti -4- (4B 22 t 2 4- |AgB 32 r 3 

. B[i. 3 r 3 = riB 13 ti 4- fA 2 B 23 t 2 + vi&xt' 8 

tandis que les équations (II) donneront de même, après multiplication 
par bu, b,i, b 3J , 



IV 



B 



T"ik = v ib n ïl 4- v 2 b 21 fc 4- vgbjj^ 



B 



7" V A == v i b i«ïlr4- v 2 b 22 l2 + vgbaalg 



B 



T'^sh — v i b isïi 4- v 2 b 23 l2 -+■ v'$WÂ 



1 bn» bi2> W3 sont l es coordonnées du premier nouveau sommet, mais ce ne sont 
pas les coordonnées réduites. Le tenseur du premier membre est p[ ; les nombres 
bn> bis» b 13 sont donc y[ fois les coordonnées réduites du premier sommet, etc. 
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Un point 

* 
peut à cause des équations (III) 

s'écrire : 

+ ^(riButi + ^^^4- riBwts)+..- 
ou en groupant autrement : 

ni(B n x 1 + b^ + B 18 x 8 )r; 

+ f^(B2iX 1 4-B 22 x 2 -i-B 2S x 3 )ti+ 

Si donc nous appelons ses coor- 
données par rapport au second tri- 
angle Xi', nous aurons 

x^ .*. BiiXi -4- Bi»x*-4- B13X3 (iDijJ 
et réciproquement 

Xi .-. biixf + b«xi -f- b 3l xi (152^ 



Une droite 

V l U lÎl + V aÙ 2 Ï2 4- VgUjïg 

peut à cause des équations (IV) 
s'écrire : 

UiWbuIj + vib^Ii + v^Ii) 
+ UiWbitli+vibMli+vibtafc) 



ou en groupant autrement 

v i( b n"i + b 12 u 2 +b 18 u 3 )li 
+ v 2( b 2i u i+ b^u, +b^u 8 )fe 4- . . - ( 1 5o) 

Si donc nous appelons les coor- 
données de la droite par rapport au 
second triangle u{ 9 nous aurons 

u/ .\ bnU! 4-bi,u,-4-bi3U 8 (i5i 2 ) 
et réciproquement 
Ui .-. BnUi-f- B«ui+ B 3i ui (i52 8 ) 



84. Les équations îSij et i52! permettent de passer des coordonnées 
ponctuelles x t aux x^ et réciproquement, tandis que par i5i 2 et i52, on 
passe des coordonnées tangentielles Ui aux coordonnées tangentielles Ui et 
réciproquement. En outre, on voit par les équations (I) que b u , bi*,b« 
sont les coordonnées des nouveaux sommets par rapport au premier 
triangle, et par (III) que Bu, B si , B 3i sont les coordonnées des sommets 
du premier triangle par rapport au second. Les constantes (m et vf du 
nouveau système satisfont aux conditions jx/Vi* = sinAr. 

Il est clair qu'à cause des équations 1 5 1 et i52, qui sont valables 
aussi bien pour le plan que pour la sphère, toute équation homogène du 
n ième degré en x 1 ,x 2 ,x 3 ou u 19 u 2 ,u 3 donnera une équation homogène du 
même degré en x{,x 2 ,x 3 ou Ui,u 2 ,u 3 et réciproquement. 

85. Les premières transversales ; Les points d'intersection avec le 



par le point-unité E(i,i,i) et le 
point quelconque P(x 1 ,x 2 ,x 3 ) déter- 
minent sur le premier côté les 
points 

E l PaV*- 1*3*3, ?! ^2 X 2t2-+-ftj X .3*3 



premiercôtédeladroite-unitée(i,i,i) 
et de la droite quelconque p(u l9 u s ,u 3 ) 
déterminent avec le premier sommet 
les droites 

ej v 2 t 2 + v 3 ïg , p x v 2 u 2 l 2 4-v 3 u 3 tj 
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dont les rapports de division avec 
les sommets A 2 et A 8 sont d'après §42 



(A.A.EJ = 



î*3 



. (A 2 A 8 Pi) = 



Î*3 X 3 



1*2 " 1*2 x 2 

En divisant la première de ces 
équations par la seconde nous trou- 
vons pour le rapport de deux co- 
ordonnées ponctuelles un rapport 
anharmonique 



(AA^P,) = 



2 



de même 
(A 3 A 1 E 2 P,) = ^ > (A 1 A Ï E 8 P 3 ) = ^ 

A l x 2 

et ceci est vrai aussi bien pour un 
triangle plan que pour un triangle 
sphérique. 



dont les rapports de division avec 
les côtés a 2 et a 3 sont d'après § 42 

(a,^) = — 7 > (a 2 a 3 Pi) = — 77T 

v 2 v 2 u 2 

En divisant la première de ces 
équations par la seconde nous trou- 
vons pour le rapport de deux co- 
ordonnées tangentielles un rapport 
anharmonique 



u< 



de même 



(aAe^) = - 

u 3 



(MAP») = 7T ' ( a i a 2e 3 P3)=!r ( l53 > 



u. 



u. 



ce qui est vrai aussi bien pour un 
triangle plan que pour un triangle 
sphérique. 



86. Ce résultat nous permet de démontrer le théorème suivant : 



Si du centre de la sphère les 
sommets A 1 A 2 A 3 , et les points 
E, P, E 1 P 1> etc., se projettent sur 
un plan quelconque e en 

Ai'AiAs , JE', P', E,'Pi' , etc. 

les coordonnées Xi' du point P' par 
rapport au triangle plan AiA 2 A 8 
seront les mêmes que celles du 
point P par rapport au triangle 
sphérique A^gAg, pourvu que la 
projection E' du point-unité E soit 
point-unité dans le triangle plan. 
En effet, nous avons vu que dans 
le triangle sphérique 

(AjAgE^) = J 

3 

Nous avons de même pour le 
triangle plan 



(AJAJEi'P,') 



21 

*3 



Si du centre de la sphère les côtés 
a^ag, et les droites e, p, e^, etc., 
se projettent sur un plan quel- 
conque e en 

ai'a^as', e', p', efp;, etc. 

les coordonnées Ui" de la droite p' 
par rapport au trilatère plan a^a^ 
seront les mêmes que celles de la 
droite p par rapport au trilatère 
sphérique a^ag, pourvu que la pro- 
jection e' de la droite-unité e soit 
droite-unité pour le trilatère plan. 
En effet, nous avons vu que dans 
le trilatère sphérique 



(a 2 a 3 e iPi) = 



u 



2 



u* 



Pour le trilatère plan on a de 
même 

U 2 

(a;a 3 'e,'p;) = — 

u 3 
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mais comme ces deux rapports an- 
harmoniques sont égaux d'après le 
théorème de Pappus, il s'ensuit 



x 2 _ 

*3 


xi 

*3 




et de même : 




• 


Au Xo 

— = -t et 

*1 xi . 




^1 __ ^i 

X 2 X 2 


c'est-à-dire 






Xj ! X 2 • X 3 = 


Xi 


. x 2 : 3 



k 8 

ce qu'il fallait démontrer. 



mais comme ces deux rapports an- 
harmoniques sont égaux d'après le 
théorème de Pappus, il s'ensuit 



U2 
"a 



et de même : 



u 3 _ u } 



u» 



Ui u; 

et -± = — 



«1 U i U 2. U 2 

c'est-à-dire 

u x : u 2 : u 3 = u; : u 2 : u£ (154) 
ce qu'il fallait démontrer. 



87. Prenons comme application de ce théorème (fig. 14) le triangle 
sphérique A 2 A 3 Aj, dont les côtés sont \ , 6, ^ tandis que le point-unité 
coïncide avec l'intersection des médianes, les projections se faisant sur 




P' 



Fig. 14. 



le plan tangent en A 3 . Dans ce cas on aura A^ = A 3 E 2 = — et 
par conséquent, le rayon étant un, A 3 Ei = A 3 E 2 = 1. Pour trouver E' 
les points E^ et E 2 doivent être reliés à Ai et A 2 , mais comme ceux-ci 
sont à l'infini sur les « axes » A 3 X et A 3 Y, il suffira de mener par Eî et E^ 



- 75 - 

des parallèles à ces axes. Leur point d'intersection sera le point-unité E' 
de la figure plane. 

De même on trouve la projection P' d'un point quelconque P comme 
intersection des parallèles aux « axes » menés par P^ et P 2 '. Si nous 
appelons A S P^ et A 3 Pg les coordonnées cartésiennes Y et X du point P' 
par rapport aux axes obliques A 8 X et A 3 Y, le théorème démontré fournit 
les relations : 

J = (AAEA) = (A.'A.EiPi) = Jî|j • A ip = ^ = X 

Xjj Ain A3C.Ï AstLj 

x 3 AfPi A3E1 A3E1 

ou encore Xl : x* : x 3 = X : Y : i . (i55) 

Si donc f(x 1 x 2 x 8 ) = o est l'équation algébrique en coordonnées 
barycentriques (pu = i, v t = sin Ai) d'une courbe sphérique par rapport 
au triangle sphérique de la fig. 14, l'équation de la courbe plane corres- 
pondante en coordonnées cartésiennes par rapport aux axes obliques de la 
même figure sera f(X,Y,i) = o. 

88. Nous pouvons trouver des relations analogues entre les coor- 
données barycentriques d'une droite sphérique p et les coordonnées tan- 
gentielles de sa projection p'. En effet, la droite-unité e étant la polaire 
trilinéaire (§ 65) du point-unité E, il faut qu'on ait 1 

si H x et H 2 sont les points d'intersection de e avec les côtés aj et a 2 du 
triangle sphérique. Il s'ensuit que leurs projections Hî et Hg seront déter- 
minées par 

v a 3 h; = A 3 H L ; = — 1 

Une droite quelconque p donne avec les deux premiers côtés les 
points d'intersection l\ et IL,, tandis que sa projection p' rencontre les 
« axes » correspondants en nî et Ul 2 . Nous avons donc 2 : 



1 E t est le milieu intérieur r 2 + r s du premier côté, le point conjugué harmonique 
par rapport à r 2 et r 3 est H L = r 2 — r 3 . Le produit scalaire étant nul, la distance sphérique 
de ces deux points est -£ . 

M 

2 Le premier côté a. t passe par le troisième sommet A a , le troisième côté a 3 par le 
premier sommet; e., et p 2 passent par H 2 et II, ; ceci explique pourquoi d'après le 
théorème de Pappus (a 1 a 3 eop 2 ) est égal à (A ;) A 1 H 2 Il.,i. 
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J - (»ia.eiRi)-(A,A 1 H,n f ) = (A,AiHini)- ^ • ^ = ^ = =-I 

u i x „ x / „ x a.h; Ain: a.h; — 1 

S» - (a 2 a 3 e 1 p 1 )=IA3A 2 H 1 n 1 ) = (A3AiH 1 ni) = ^ • ^ = ^ = — 

ou encore 1 1 / c/:\ 

^ : u 2 : u 3 = : — .-g : i - u : v : i (i->o) 

si nous désignons A 3 n 2 et A 3 Ilî c'est-à-dire les distances de l'origine aux 
points de rencontre de la droite p' avec les axes A 3 X et A 3 Y par a et b, 
et si avec Plûcker nous remplaçons — — et — -g- par u et v. 

Si donc l'équation dune courbe sphérique par rapport au triangle 
sphérique de la fig. 14 est en coordonnées tangentielles barycentriques 

F(u t u 2 u 3 ) = o 

Téquation de la courbe plane en coordonnées de Plûcker par rapport aux 
axes obliques de la même figure sera 

F(u,v>0 = o 

89. Applications. i° L'équation d'une droite sphérique p par rapport 
au triangle sphérique de la figure 14 est u^ 4- u 2 x 2 + u 3 x s = o . Celle 
de la droite correspondante p' dans le plan est par conséquent 

x y 

— hf — 1=0 ou ux + vv 4- 1 = O 

a b ■* 

2 On a trouvé (§ 79) que deux droites sphériques passant par le 
sommet A 3 et ayant comme équation axf 4- 2 bx 1 x 2 4- cx| = o font entre 
elles un angle cp tel -que 

2 v t v 2 sin AoVb* — ac 

tg 9 = -, — y 

v x a 4- 2 v t v 2 bcos A 3 4- v>c 

Si les projections sont exécutées d'après la figure 14, l'équation des 
deux droites planes passant par l'origine sera 

ax 2 4- 2 bxy 4- cy 2 = o (^7) 

Leur angle est évidemment le même que celui des deux droites 
sphériques, et comme nous avons ^ = jjl 2 et sin Aj = sinA 2 et par con- 
séquent v x = v 2 , il se trouvera par la formule 



2sinA 3 yb !! — ac , rov 

, «* = â+2bcosA,-+ï (,58> 
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La condition pour la perpendiculaire est donc si les droites sont 
données par rapport à des axes obliques faisant entre eux un angle A 3 

a + 2 bcos A 3 -f- c = o . (159) 

Par des considérations analogues on trouve en partant de la relation 
(144) pour l'équation des deux bissectrices des droites planes (1 57) : 

(acos A 3 4- b) x 2 + (c — a)xy — (b + ccosA 3 )y 2 = o . (160) 

Eléments de la géométrie projective. 



90. En faisant varier dans l'ex- 
pression 

*i — to, 

le paramètre X depuis — <*> jusqu'à 
-4- 00 , on obtient une ponctuelle, 
dont la droite (ti,r 8 ) est le sup- 
port (| 43). 



En faisant varier dans l'expres- 
sion 

le paramètre X depuis — ©o jusqu a 
4- 00 , on obtient un faisceau de 
droites y dont le point Ok,^) est le 
support ou centre (f 44). 



La ponctuelle et le faisceau de droites sont deux formes géométriques 
fondamentales de première espèce. 

91. Deux ponctuelles Deux faisceaux de droites 

ti — Xt 2 et f 8 — ixr 4 ! ïi — ^ et Is — (xï 4 (161) 



sont projectives, lorsqu'à chaque 
point d'une des ponctuelles corres- 



sont projectifs, lorsqu'à chaque 
rayon d'un des faisceaux corres- 



pond un seul point de l'autre. j pond un seul rayon de l'autre. 

Une ponctuelle et un faisceau t t — Xr 2 et I3— (aÏ 4 sont projectifs lorsqu'à 
chaque élément d'une de ces formes correspond un seul élément de l'autre. 

Dans tous les cas il faut et il suffit qu'entre les X et (x des éléments 
correspondants il existe une relation bilinéaire de la forme 

,^ , bX+d ^ cu.+ d , ^ . 

a x { x-f-bX-i-cjx+d = o ou 1 a = — -£^1 ou x== — àj^+b ( l62 ) 

dont les coefficients satisfont à la condition ad — bc + o. Si cette dernière 
condition n'est pas remplie on aura b : a = d : c; dans ce cas, il corres- 
pondra à toutes les valeurs de X la même valeur de fi, à savoir — d : c. 
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La relation bilinéaire (162), qu'on nomme ordinairement l'équation 
de la projectivité est connue lorsqu'on connaît les trois valeurs H'-i'F 1 *^ 
correspondant à trois valeurs données X^X^Xg. En effet, en éliminant les 
coefficients inconnus de l'équation (162) et des trois autres, qu'on obtient 
en y remplaçant X et ja par \ et [Xj, X 2 et jaj, X 3 et fig on trouve : 



X{1. 



X 
X, 

Xo 



Pi 

1*3 



1 
1 
1 
1 



(i63> 



comme équation de la projectivité. 

92. Si une première forme géométrique fondamentale de première 
espèce est projective à une seconde, la seconde projective à une troisième, 
la première est également projective à la troisième, car en supposant que 

a^p. 4- bjX 4- ^(x 4- dj = o 

est l'équation de la projectivité pour la première et la seconde, 

a 2 {xv 4- b 2 (x 4- qv 4- d 2 = o 

celle de la seconde et de la troisième, on aura en éliminant [/., la relation 
suivante entre X et v : 

(a^i— a 1 c 2 )Xv-i-(b 1 b 2 — -a 1 d 2 )X4-(a 2 d 1 — qc 2 )v-h(b 2 d 1 — qd 2 ) = o . 

qui, ayant la même forme que (162) prouve que la troisième forme 
géométrique est projective à la première c.q. f. d. 



92 bis . Par un point quelconque 
r on peut en général mener deux 
droites p t et p 2 , dont chacune coupe 
les supports de deux ponctuelles 
projectives en des poiirts corres- 
pondants. 

En effet, pour que le point t t — Xt 2 
et le point correspondant r 3 — |*r 4 
ou (162) (aX+c)r 3 4-(bX4-d)r 4 soient 
sur une droite avec le point r il 
faut et il suffit que X satisfasse à 

roV(r 1 -Xr î )L(aX4-c)r 8 +(bX4-d)r4] =0 



Sur une droite quelconque ïo on 
peut en général déterminer deux 
points P x et P 2 , dont chacun relié 
aux centres de deux faisceaux pro- 
jectifs donne des rayons corres- 
pondants. 

En effet, pour que la droite ^ — Xï^ 
et la droite correspondante ïg — (4 4 
ou (aX-t-c)Ï34-(bX4-d)I 4 passent par 
un point avec la droite lo, il faut et 
il suffit que X satisfasse à 

ïoV(ïi-^)[(aX-i-c)I 8 +(bX+d)I 4 ] =0 
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Comme cette équation est du 
second degré en X il y a en général 
deux droites satisfaisant à la ques- 
tion. 

93. Si deux ponctuelles sont pro- 
jectives, il y a sur la première deux 
points réels G 1 et G 2 , dont la dis- 
tance sphérique est j et qui corres- 
pondent à deux points réels G[ et 
G 2 de la seconde ponctuelle, dont la 
distance sphérique est également y. 



Comme cette équation est du 
second degré en X il y a en général 
deux points satisfaisant à la ques- 
tion. 

Si deux faisceaux sont projectifs, 
il y a dans le premier deux rayons 
réels g t et g 2 , qui sont perpendicu- 
laires l'un à l'autre et qui corres- 
pondent à deux rayons réels g^ et g 2 
du second faisceau qui sont égale- 
ment perpendiculaires entre eux. 



La démonstration de ces deux théorèmes se fait de la même manière; 
nous ne donnons que celle relative aux faisceaux. Pour qu'aux deux 
rayons perpendiculaires du premier faisceau l t — X x l 2 et ï x — X^ corres- 
pondent deux rayons perpendiculaires l s — u^ et 1$ — n 2 I 4 du second, il 
faut à cause de la perpendicularité * 

Qi—hU) 0k~ *A) i—(*!+ * 2 )Ci2 + X X X 2 = o 

et ensuite à cause de la projectivité 

aX^-f- bX x -f- Cfij-h d =5 o 
aXg^-f- bX 2 -f- Cfi 2 -t- d = o 

Il est facile de satisfaire à ces quatre conditions; en effet, en éliminant 

u^ et (jl 2 on a : 

X 1 X 2 — (Xjl-1- X 2 )C 12 -4- i = o ( 1 64) 

(b 2 +2abQ 4 +a 2 )X 1 X 2 +[bd+(bc + ad)C 34 +^^ (i65) 

qui nous font connaître \ et X 2 comme racines d'une équation quadra- 
tique. Celle-ci ne peut avoir que des racines réelles et différentes, car si 
\ et X3 étaient complexes et égales à Ç-f- i^ et Ç — iïi l'équation (164) serait 
H 2 — 2 C ia Ç 4- 1 -H y\ 2 =* ($Ii — 12) 2 -f- *n 2 = o . ce qui est impossible. Il y a 
donc deux valeurs réelles et différentes pour X et deux valeurs réelles et 
différentes correspondantes pour p.. 



1 On écrit C 12 et C^ au lieu des produits scalaires M 2 et l 8 l 4 . 
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94. Le rapport anharmonique de quatre éléments de la première 
ponctuelle ou du premier faisceau est, en cas de projectivité, égal à celui 
des quatre éléments correspondants de la seconde ponctuelle ou du 
second faisceau, 

car, si aux valeurs X 1 ,X 2 ,X 3 ,X 4 de X correspondent les valeurs fa,P29Ps»fa 
de {x, le premier rapport anharmonique (85) 

Ay Ag Ag A4 

prendra par les substitutions (162) 

X — _ c ^ 1 + d 
1 ~~ a(Xi + b 

immédiatement la forme du second rapport anharmonique 

fa— fa . fa— fa 
fa—fa ' fa— fa 

qui est par conséquent égal au premier. 

Réciproquement deux formes géométriques fondamentales de pre- 
mière espèce sont projectives, lorsque le rapport anharmonique pour 
quatre éléments quelconques de la première est égal à celui des quatre 
éléments homologues de la seconde. En effet, prenons dans la première 
forme les éléments X r ,X 8 ,X fc et dans la seconde les éléments correspondants 
fajfajfa ; en outre, un quatrième élément quelconque X de la première et 
l'élément correspondant (x de la seconde forme. Etant donnée l'égalité des 
rapports anharmoniques, X et (x satisfont à l'équation : 

X r X t ^ X r X __ [Xr (X t |X r fX 



X, — X t ' X„ — X |x 8 — [x t ' |x. — {x 

dont la forme par rapport à X et |x, est après réduction la même que celle 
de Téquation (162). 

Il s'ensuit qu'en coupant un faisceau par deux droites, qui ne passent 
pas par son centre, on obtient des ponctuelles qui à cause du théorème 
de Pappus et du théorème que nous venons de démontrer sont projectives 
au faisceau et le sont par conséquent aussi entre elles. De même on 
obtient, en joignant une ponctuelle à deux points non situés sur son 
support, des faisceaux qui sont projectifs à la ponctuelle et par conséquent 
aussi entre eux. 
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95. Supposons maintenant qu'aux 
points G v G 2 , A, B, C,.... X de la 
première correspondent les points 
G;, G;, A', B',C',.... X' delà seconde 
ponctuelle. Dans ce cas nous aurons 
d'après ce qui a été démontré au 
paragraphe précédent : 



(GiCAB) = 


(GiGiA'B'); 


(G,G,BC) = 


(GîGjB'C) • .. v . 


ou encore 


. 


(G^A) 
(GiG^A') 


(G^B) 

" ig;g;b') 


(G^Q 

{g;g;o 


(g;g;x') 



ce qui, lorsque k est la valeur com- 
mune de ces fractions, donne pour 
des points correspondants quelcon- 
ques X et X' : 



(G t G,X) __ sinGTXsingjX 7 
[GlGiX'i ~~ sin G^X sin GÏX 7 



= tgG 1 X.tgGiX'=k (166J 

parce que (5 g3) 
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GjG 2 = GiG» = — 2 

Pour deux ponctuelles projectives 
planes la relation (i66 t ) devient 

G^X • Gj'X' = constante (167) 



Supposons maintenant qu'aux 
rayons g l9 g 2 , a, b, c, x du pre- 
mier correspondent les rayons g{, 
g£, a', b', c', x' du second fais- 
ceau. Dans ce cas nous aurons, 
d après ce qui a été dit au para- 
graphe précédent : 

(gig 2 ab) = (g;g 2 'a'b')î 
(ftftbc) = (&•&' b'c-); 



ou encore 



(gig 9 a) = (^ g 2 b) 
(&g»c) _ (gig s x) 



(g;g;c> 



(gi'g^X') 



ce qui, lorsque k est la valeur com- 
mune de ces fractions, donne pour 
des rayons correspondants quelcon- 
ques x et x' : 



(g,ggX) _ sing^singjx; 
(g;g;x') sing.xsvpg^x' 



= tg gjX . tg g^x' = k 066 2 ) 
parce que (§ 93) 



&fe = g,'g2 
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La relation importante (i66 2 ) 
subsiste évidemment pourdeux/ais- 
ceaux projeciifs dans le plan. 



Au point à l'infini de la première ponctuelle (GxX = 00) correspond 
le point G 2 de la seconde (G 2 X' = o), tandis qu'au point à l'infini de la 
seconde correspond le point G t de la première. Les points G 2 et Gj sont 
appelés les points de fuite des deux ponctuelles planes. 

96. A cause de la valeur de \l = — (bX-i- d) : (aX-t- c) résultant de 
l'équation de la projecti vite (162), le second de deux faisceaux projectifs ^-pl^ 

peut s'écrire : 

(aX+ c)!, 4- (bM- d)ï 4 ou (ctj-f- dl Â ) 4- X(al a -t- bï 4 ) 

6 
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Les parenthèses dans la dernière expression représentent deux rayons 
différents, parce que d'après le § 91 nous avons b : a =fc d : c . Nommons- 
les m^ et m 2 t 2 , et posons pour le rapport de leurs tenseurs connus 
m 2 : m x = — k. De celte manière nous obtenons pour les faisceaux 
projectifs 

ï x — X^ et if — m; 

De même pour deux ponctuelles projectives 

et enfin pour un faisceau et ponctuelle projectifs 

Ii ~ *k et ri — kXr 2 ' 

Pour X = o et X = 00 le premier faisceau donne l x et l 2 et le second 
donne comme rayons correspondants 1/ et t] . De même r{ et r* sont les 
points correspondants à t x et r 2 dans les deux ponctuelles projectives. 
Dans le dernier cas enfin Ij et l 2 sont homologues aux points v[ et ti . 



97. Axe de projectivité. — 

^ * 1» * 2' * 3 e * *1 9 ** » * 3 9 

sont des points homologues de deux 
ponctuelles projectives, les intersec- 
tions de toutes les droites (P n Pr) et 
(P r P^) sont sur une même droite q, 
qui est Taxe de projectivité, de 
direction ou d'homographie. 



Centre de projectivité. — Si 

Pi>p2>Ps>P4 et Pi» Pi* Ps> 

sont des rayons homologues de deux 

faisceaux projectifs, les droites de 

jonction de tous les points (p»p r r ) et 

(P«-Pn) passent par un même point 

Q, qui est le centre de projectivité, 

de direction ou d'homographie. 



En effet, nous avons pour la démonstration du second de ces théo- 
rèmes, les couples de rayons 

Pu Ii — X n It p r Ii — X r I, 

p,; If — kXJt p;=- I,— kX r £ 

Les points d'intersection (p u p r ') et (pip r ) sont (§ 17) 

Y(Ii - M.) il', — kMO et y (K — U„K) (l, — M,) ; 
sur leur droite de jonction est situé le point 

y (ii - u. ; (i; - tu;) +y a; - M) (ii — uo 

ou yivK + ky Wi 
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qui, ne contenant plus ni l r ni X n est commun à toutes les droites de 
jonction de (p n pr) et (pâpr). C'est donc là le centre de projectivité Q des 
deux faisceaux projectifs. 

D'une manière analogue on trouve 

\r 2 r; + k^r^ 

comme vecteur de Taxe de projectivité q des deux ponctuelles projectives. 



98. Trois points P ly P 2 ,P 3 de la 
première ponctuelle et les trois points 
correspondants P/, P 2 , P 3 ' de la se- 
conde suffisent pour la construction 
de Taxe de perspectivité q. On trouve 
le point Pr correspondant à un point 
quelconque P r , en se rappelant que 
les droites (P;P r ) et (P,P;) doivent 
avoir leur intersection sur q. 



Trois rayons p l5 p 2 , p 3 du pre- 
mier faisceau et les trois rayons 
correspondants pi,p 2 ,P3 du second 
suffisent pour la construction du 
centre de perspectivité Q. On trouve 
le rayon p; correspondant à un rayon 
quelconque du premier faisceau, en 
se rappelant que la droite de jonction 
des points (pip r ) et (pip;) passe par Q. 



99, Ce que nous avons vu jusqu'ici est vrai pour deux ponctuelles 
projectives ou deux faisceaux projectifs en général. Nous allons main- 
tenant nous occuper de certains cas spéciaux, et en premier lieu du cas 
où les formes géométriques fondamentales de première espèce sont 
perspectives. 



Lorsque deux points correspon- 
dants de deux ponctuelles projec- 
tives coïncident, les ponctuelles sont 
dites perspectives. 

Supposons que r x soit le point 
commun et qu'au point r 2 de la 
première corresponde le point r 2 de 
la seconde ponctuelle. Dans ce cas 
les deux ponctuelles perspectives 
peuvent itre écrites (§ 96) : 

v l — Xr 2 et t ± — Ur 2 

où k est une constante. Il est facile 
de démontrer que les droites de 
jonction de tous les points corres- 



Lorsque deux rayons correspon- 
dants de deux faisceaux projectifs 
coïncident, les faisceaux sont dits 
perspectifs. 

Supposons que l x soit le rayon 
commun et qu'au rayon t 2 du pre- 
mier corresponde le rayon l> du se- 
cond faisceau. Dans ce cas les deux 
faisceaux perspectifs peuvent être 
écrits (| 96) : 

I x — Xt 2 et l l — kXlj 

où k est une constante. On démontre 
facilement que les points d'intersec- 
tion de toutes les droites correspon- 
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pondants passent par un seul point, 
qui est le centre de perspectivité. 
En effet 

(*i — l h)~ (ti — kXri) 

est un point sur la droite de jonc- 
tion de deux points correspondants, 
et comme ce point, pouvant être 
écrit 

est indépendant de X, il est sur la 
droite de jonction de tous les points 
correspondants. C'est donc le centre 
de perspectivité. 

99 bis . En second lieu, nous sup- 
posons que les supports des deux 
ponctuelles projectives coïncident. 
On dit dans ce cas que les ponctuelles 
sont conlocales ou superposées. 



dantes sont sur une droite, qui est 
Taxe de perspectivité. 
En effet 

est une droite passant par l'intersec- 
tion de deux rayons correspondants, 
et comme cette droite, pouvant être 

écrite 

kK — l 

est indépendante de X, elle passe par 
les intersections de tous les rayons 
correspondants. C'est donc l'axe de 
perspectivité. 

En second lieu, nous supposons 
que les centres des deux faisceaux 
projectifs coïncident. Les faisceaux 
dans ce cas sont dits concentriques 
ou superposés. 



Les points r 3 et t 4 qui déterminent le support de la seconde ponctuelle 
sont alors sur la droite qui relie les points t t et r 2 de la première, de sorte 
qu'on peut dire : r 3 m^-h m*r 2 et r 4 m^ + m 4 r 2 et la seconde ponc- 
tuelle, qui est r s — \tX i ou encore (aX-f- c)r 3 -f (bX -f- d)r 4 peut donc s'écrire : 

[(aX + Omj-f (bX+d)m 3 > 1 4- [(aX+c)m 2 +(bX4-d)m 4 > 2 

Nous appelons v le rapport de division de ce point, qui appartient à 
la seconde ponctuelle, par rapport à r x et r 2 . S'il est le même que celui 
du point correspondant fi— Xr 2 de la première, les deux points coïncident, 
et nous avons un point-uni. 

La condition nécessaire et suffisante pour un point pareil est donnée 
dans l'équation : 

(aX+c)m 2 -4- (bX-hd)m 4 



X = v- — 



(aX-f- cjmj-h (toH-djm, 



(168) 



qui étant du second degré par rapport à X, nous apprend que dans deux 
ponctuelles projectives conlocales il y a deux points unis imaginaires 
ou réels. 

On démontre de même que deux faisceaux projectifs concentriques. 
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c'est-à-dire qui ont le même support ou centre, possèdent deux rayons 
unis imaginaires ou réels. 

100. Le discriminant de l'équation quadratique ( 168) peut s'écrire : 

[(cmj-h dm 3 ) — (am 2 -f- bm 4 )] 2 
4 [( cm i+ dm 3 ) (am 8 -f bm 4 ) — (cm 2 -4- dm 4 ) (am x + bm 3 )] 



Pour quelle ait des racines réelles, il est donc suffisant mais non 
nécessaire que le second terme de cette somme soit positif. On démontre 
facilement que si cette condition est remplie une augmentation de X 
entraîne une diminution de v, ce qui revient à dire, que lorsqu'un point 
appartenant à la première ponctuelle parcourt le support commun, le 
point correspondant de la seconde ponctuelle parcourra le même support 
en sens inverse. Les deux ponctuelles projectives et conlocales sont alors 
non concordantes. 

Il y a certainement deux points-unis réels, ou deux rayons unis réels 
lorsque les ponctuelles ou faisceaux sont non-concordants ; il peut y en 
avoir lorsqu'ils sont concordants. 

Pour compléter deux faisceaux ou ponctuelles projectifs superposés 
ou conlocaux, on déplace une de ces formes sur la sphère ou dans le 
plan d'une manière telle, qu'elles cessent d'être superposées, après quoi 
on procède à l'aide du centre ou de l'axe de perspectivité comme il a été 
indiqué au §98. ^ 

101. Il a été trouvé (§ g5) qu'en général, si x et x' sont des rayons 
correspondants de deux faisceaux projectifs, on a la relation 



tgg 1 x.tgg2X' = const. 

Appliquons ceci à deux faisceaux projectifs concentriques et prenons 
d'abord pour x (et pour x') le rayon uni e, et ensuite le rayon uni f ; 

nous obtiendrons 

tg&ë-tgftë^tg&f.tggif 



ou tgg x e . tg (gag! 4- gxe) = tg gl f . tg (£& + gj) 
ou après quelques réductions 



gif = — g2gi — gie =—gP (169) 

c'est-à-dire que les rayons-unis e et f sont symétriques par rapport à la 
bissectrice de l'angle g^. De même dans deux ponctuelles projectives 
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superposées, sphériques ou planes les points-unis E et F sont symétriques 
par rapport au milieu de G 2 Gj . 



102. Involution. — Deux ponc- 
tuelles projectives et superposées, 
que nous pouvons écrire 

*i ~ **2 et *i — H 1 ^ 
sont dites en involution, lorsqu'à 
un point P - x t — ct 2 du support 
commun correspond un même point 
Q = îi — Tt 2 , aussi bien lorsque P 
est considéré comme élément de la 
première que lorsqu'il est considéré 
comme élément de la seconde ponc- 
tuelle. Les points P et Q sont alors 
des points conjugués. 



Deux faisceaux projectifs et con- 
centriques qui peuvent s'écrire 



li — >X 2 et Ij — ul 2 

sont dits en involution lorsqu'à un 
rayon p - I t — ffl 2 passant par le 
centre commun correspond un même 
rayon q ï x — tI 2 , aussi bien lors- 
que p est considéré comme élément 
du premier que lorsqu'il est consi- 
déré comme élément du second 
faisceau. Les droites p et q sont 
alors des rayons conjugués. 



L'équation de la projectivité (162) est d'après cette définition telle, 
qu'étant satisfaite par a = <7 et [a = t, elle est également satisfaite par 
X = t et jji = <t, ce qui implique l'égalité des coefficients b et c. Sa forme 

est par conséquent ' . 

r ^ aXfji -f- b(X -4- \l) 4- d = o (170) 

On peut affirmer que deux ponctuelles projectives superposées ou 
deux faisceaux projectifs concentriques sont en involution lorsqu'on sait 
qu'il y a un couple d'éléments conjugués, parce que l'existence de ce 
couple implique déjà l'égalité des coefficients b et c; s'il en est ainsi, 
tous les éléments sont conjugués deux à deux. 

Pour connaître les trois coefficients dans l'équation de l'involution, 
il suffit de deux couples d'éléments conjugués àj,^, ou / 2 ,îa 2 . En effet, 
en éliminant a, b,d entre (170) et deux autres qu'on obtient en y substi- 
tuant ÀJ, u-j, ou a 2 , f/, 2 au lieu de X,tx, on obtient 

! X u X -f- a I | 

= 071) 



\\h 



+ \ x i I 



103. Dansdeux ponctuelles (sphé- 
riques ou planes) en involution les 
points opposés non homologues G x 
et G.> coïncident et il en est de même 
des points G/ et G 2 (§ cj3). 



/.,a., ),+ UL> 1 i 

Dans deux faisceaux en involu- 
tion les rayons opposés non homo- 
logues g L et g 2 coïncident et il en est 
de même des rayons g{ et g 2 (§ g3). 
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Limitons-nous au cas des faisceau* ^ — X^ et ïj — p.^ , où X et \l 
sont liés par l'équation (170). Les conditions générales qui ont été trouvées 
au paragraphe (g3) pour les éléments opposés deviennent dans ce cas 
spécial : 

\*2 — (*i + X 2)Ci 2 +1=0 

(a 2 -f2abC 12 4-b 2 )X 1 X 2 4-[bd-fab+(b 2 4-ad)C 12 ](X 1 H-X 2 )+(b 2 +2bdC 12 -f-d 2 ) = o 

Or, si nous divisons la seconde par a-4-2bC 12 -f d après y avoir 
remplacé X X X 2 par sa valeur tirée de la première, nous obtenons 

«[(Vt-^Cn— 1] + b(X 1 +X 2 ) + d = o 
à cause de la première : 

aX t X 2 -f- b(X 1 + X^) -f- d = o 



Il s'ensuit 



bX«-4-d 



x i = — ^" , u = te 



v 2 



1 t»i+d 



aX 2 +b rz A aXi+d 

ce qui nous prouve qu'en effet le rayon g 2 (correspondant à |* 2 ) coïncide 
avec le rayon g x (correspondant à X x ) ; il en est de même des rayons g 2 et g[. 

104. Les relations générales du | 95 pour deux ponctuelles pro- 
jectives sphériques ou deux faisceaux projectifs sphériques 



tg G X X . tg G 2 X' = const. tg g x x . tg g 2 x' = const. 

deviennent dans le cas de Tinvolution 



tg G t X . tg G^' = const. tg g x x . tg g^x' = const. 

Il s'ensuit que les points unis et les rayons unis, qui en cas 
dévolution sont appelés des éléments doubles se trouvent par 



tgGiX= + VT. tgg^^iVk 7 . 

si k et k' sont les valeurs des constantes. 

Il y a donc en général dans deux faisceaux en involution deux rayons 
doubles e et f qui forment un angle, dont gi(g 2 ) et g 2 (g{) sont les bissec- 
trices. Il y a de même dans deux ponctuelles en involution deux points 
doubles E et F, pour lesquels G^Gi) et G 2 (Gj[) forment les « milieux 
intérieurs et extérieurs ». 



CHAPITRE VII 



105. L'involution peut encore se traiter d'une autre manière. 
Prenant dans les deux faisceaux, dont nous faisons coïncider le centre 
commun avec le sommet A 3 du triangle de référence, un couple de 
rayons conjugués : 

axj -H 2 bXjX 2 + cx| = o ( 1 72) 

nous avons, comme il a été démontré au § 79 pour leurs vecteurs 
v^ — v 2 at, et v 1 I 1 — v 2 *j'I 2 , si ç et <s r sont les valeurs que cette équation 
donne pour x t : x 2 . Les rapports de division \ et p A de ces deux droites 
satisfont par conséquent à 



11 v 2 / 1 f\ 2 b V 2 



et 



__ V 2 _ V 2 J __ C V » 



^1?1 == * • c = ~ 



a v 2 
v i 



Nous aurons des relations analogues pour les rapports de division 
des droites représentées par : 



J..2 



'..2 



a'xj -f- 2 b'XiXg -+■ c'x 2 = o 



a"xj + 2 b"x 1 x 2 4- c"x 2 = o 



(173) 
(174) 



Pour qu'un de ces trois couples appartienne à l'involution déter- 
minée par les deux autres il faut et il suffit (171), que : 



*1?1 


*1+Pl 


I 






c 


b 


a 


^2?2 


h + ?2 


I 


= 


c'est-à-dire 


c' 


b' 


a' 


*3?3 


^3"+" ?3 


I 






c" 


b" 


a" 



= o 



Il s'ensuit que l'équation de tout couple de rayons appartenant à 
l'involution déterminée par les deux derniers, doit être de la forme : 



(a'-f ka")xî + 2(b' -\- kb'^x, -f- (c' 4- kc")x 2 2 = o 



(175) 
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k étant un paramètre variable. L'équation de cette involution est 



AÛ 



. À + ? I 

V?3 *3 + ?3 l 



= o ou encore 



Xo 



X + o 



c'vj - 2 b'v x v 2 a'vi 



*" 2 



// 2 



c v 2 - 2 b vjv, a v x 



= o . 



Pour avoir l'équation des rayons doubles nous posons p = X 
nous obtenons ainsi : 






x, - 



Jf 



X 1 X 2 

b' 
b" 



x., 



jf 



« (a"b'-a'b'X+ (Ca"-c"a')x 1 x t 



(b"c'-b'c")x| = o 

(176) 



ce qui prouve d'après le § 82 que ces rayons doubles sont conjugués 
harmoniques, non pas seulement par rapport aux couples (173) et (174) 
mais encore par rapport à tous les couples de Tinvolution, parce que le 
déterminant est encore égal à zéro, lorsqu'on y remplace a', b',c' par 
a'+ka", b'.-f-kb", c'+kc". 

106. Cherchons maintenant si parmi les couples de Tinvolution 
(175) il y en a dont les rayons sont perpendiculaires l'un à l'autre. Si 



jf\..i 



(a' + ka")xï + 2 (b'-f-kb^XA -4- (c'-+- kc'X = o 
est un couple pareil, il faut d'après (i4ii), que 



( l 77) 



2/^/ 



*/-/ 



v/(a'+ ka") + 2 v 1 v 2 (b'-f kb") cos A 3 + v*(c'+ kc") = o 



(178) 



d'où une seule valeur pour le paramètre k; cela prouve qu'il y a un couple 
&> S2 ( y0ÏT I 1Q 3) satisfaisant à la condition imposée. En éliminant k 
de (177) et (178). nous trouvons comme équation de ce couple : 



a'xj -+• 2 b'x^, 4- c'x? a"x*4- 2 b' / x 1 x 2 4- d'xî 

a'v \ 4- 2 b'v 1 v 2 cos A 3 4- c'v| b!'v x 4- 2 b"v 1 v 2 cos A 3 4- c"vf 



= o 



ce qui développé donne : 

•[2v 1 v 2 (a' , b'- a'b")cos A 3 + v?(c'a"- c"a')] xf 

Si nous comparons cette équation à (144), nous voyons facilement 
qu'elle représente les bissectrices des rayons doubles (176). 11 en ressort 
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que dans une involution sphérique ou plane les bissectrices des rayons 
dpubles e et f coïncident avec les deux rayons correspondants perpendi- 
culaires g t et g 2 (voir § 104). 



107. Si trois couples de points 
P 4 , Pi ; P 2 , P 2 ; P 3 , P 3 situés sur une 
même droite satisfont à la condition 

(P s P,P 1 ')(P 1 P 1 P,0(PiP,I y ,) = i 

ils sont en involution et récipro- 
quement. 



Si trois couples de droites p 19 pi ; 
p 2 , p 2 ; p s , p 3 passant par le même 
point, satisfont à la condition 

(P2P3P') (P3P1P2) (P1P2P3) = 1 079) 

elles sont en involution et récipro- 
quement. 



En effet, si nous nommons le premier rapport de division (P 2 P 3 P0 = m 3 - m 2 > 
le second m 1 : m 3 le troisième doit nécessairement être m 2 : m t , de sorte 
que les six points en question peuvent d'abord s'écrire 

Pi - m i*l > P* = m 2*2 t P» - m 3*3 

P[ - m 2 r 2 — m 3 t 3 , P 2 -— m 3 r 8 — m^ , P 3 ' -- m^ — m 2 r 2 

et si nous introduisons encore deux autres points r 4 et t 5 de la même 
droite nous pourrons donner aux trois premiers la forme 

P x - m^i - a 4 r 4 — a 5 r 5 , P 2 ^ m 2 r 2 = b 4 r 4 — b 5 t 6 , P 3 ^ m 3 r 3 ^ c 4 r 4 — c 5 r 5 
•et aux trois points correspondants la forme 

Pi' - (bi-c 4 )t 4 -(b 5 -c 6 )t 5 , P 2 ' - (c 4 - a 4 )t 4 - (c 5 -a 5 )t 5 , P 3 ' -*-- (a 4 -b r )t 4 -(a 5 -b 5 )r 5 

Les rapports de division des deux points P A et P/ sont a 6 : a 4 et 
{b 5 -c 6 ) : (b 4 -c 4 ); ceux des points P 2 et P 2 sont b 6 : b 4 et (c 5 — a 5 ) : (c 4 — a 4 ), etc. 
Aucune des différences entrant dans ces rapports ne peut être nulle, car 
si par exemple c'était le cas pour b 6 — c 5 , le point t 4 coïnciderait avec P{ 9 
ce qui serait contraire à l'hypothèse, d'après laquelle les points choisis 
Xi et t 5 étaient autres que les six points donnés. 

Pour que les six points soient en involution, il faut et il suffît, comme 
nous savons, que le déterminant, formés avec leurs rapports de division : 



*i?i *i + pi 1 



X 2 o. } X, -\- o 9 1 ; = 



W 



Y2 



*3p3 A 3~i~ ?3 I 



a 5 (b 8 — c,Q 
a 4 ' (b 4 -c 4 ) 

V(c 4 — a.,) 

' c s , OV— b 5 ) 
1 c 4 '(a 4 — b 4 ) 



à* b 4 -c 4 



> 5 . c 



G" «5 



b 4 c 4 -a 4 

£5 1 a 5 b 5 
c 4 a 4 -b 4 
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soit zéro, ce qui est le cas, car après la multiplication des lignes par 

a 4 (b 4 — c 4 ), b 4 (c 4 — a 4 ) et c 4 (a. A — b 4 ) la somme des éléments dans chaque 

colonne est "nulle. 

Réciproquement si les trois couples de points sont en involution, 

le produit 

(P.PiPi)(P.PiPt)(P.PfPJ) 

est égal à l'unité, car en supposant qu'il faut remplacer P 3 par P 3 pour 
que le produit en question devienne égal à Funité 

(P 2 P»Pi) (P.P,Pt) (PiP«PÏ') = ' 

le point P 3 correspond à P 3 dans l'involution déterminée par les couples 
P l9 P/ et P 2 , P 2 '; d'autre part il est donné que dans cette involution c'est 
P 3 qui correspond à P 3 et comme il n'y a qu'un point correspondant à P 3 , 
il faut que P 3 coïncide avec P 3 , de sorte qu'on a 

(PiPiPO (P.PiP» (P.PiPI) - ' • c. q. f. d. 



108. Applications. A. Les quatre 
sommets P 1? P 2 , P 3 , P 4 d'un qUa- 
drangle sphérique (ou plane) don- 
nent six droites de jonction, formant 
les trois couples 

(PiPJ (P2P4) 9 (P3PJ 
(P 2 P,) ' (P.PJ ' (P,P 2 ) 

Elles déterminent sur une droite 
quelconque lo six points 

Qi Q* Qa 

Qî ' Qi ' Qi 
qui sont en involution 

Car le premier des six rayons (à droite) doit passer par (Pxp 4 ) ; il est 

donc de la forme ï t — Xl t . II passe aussi par to» nous avons donc pour 

«déterminer X : t 

Vo — * -Mo = ° 

Nous en concluons que les six droites en question sont 



A. Les quatre côtés p l9 p 2 , p 3 , p 4 
d'un quadrilatère sphérique (ou 
plane) donnent six points d'inter- 
section formant les trois couples 

(P1P4) (P2P4) <PsP*) 
(P2P3) (PsPi) (P1P2) 

Ils déterminent avec un point 
quelconque t six droites 

9l <Î2 ^3 

qî q' a qi" 

qui sont en involution 



qi 



qi 



ïifo 


Mo 


t. 


Ï3 



♦2*0 hfi 



— 9 



q* 



qi 





Mo 


k 


Î! 



Mo Mo 



q s 



qi 



Mo 


Mo 


ix 


t, 



n*o *2^i 



2*0 
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ce qui peut encore s'écrire 

qi - m 5 I 6 , q 2 ~ m^ 

Ci " n^l,— m 7 l, , q 2 ' - myïy — rn 5 ï 5 , 

On en tire immédiatement 



q 3 ? : m^ 



(qtqsqf) (q»qiqt) (q^qi) = * 

ce qui d'après | 107 prouve l'involution. 



B. Si Ton relie un point quel- 
conque to aux « milieux extérieurs » 
des arcs : 



B. Si Ton coupe une droite quel- 
conque lo par les bissectrices exté- 
rieures des angles : 



*1* 4 f *2* 4 y *3' 4 > 



*2*3 > *8*1 » ' 1*2 > 



PlP* » 

P2PS y 



P 2 P 



4 > 



PsP4 » 



PaP 



1 » 



PiPs 



où P lf P 2 , P 3 , P 4 sont les sommets où p v p 2 , p 3 , p 4 sont les côtés d'un 
d'un quadrangle on obtient six i quadrilatère, on obtient six points 
droites, qui sont en involution 1 ; qui sont en involution 

car la première des droites (à gauche) devant passer par t et par le 
« milieu extérieur» de Tare P^, c'est-à-dire par tj — r 4 aura ^tofa — **) 
comme vecteur. Nous en concluons 

qi A tofe— 1 4 ) % ^ }t (X 2 — 1 4 ) q 3 ] toits—Xi) 

qî } r (r,— r 3 ) qi -Yt (r 3 — tj qj - ) tofa— t,) 

et comme nous arrivons au vecteur de q{ en retranchant du vecteur de q 2 
celui de q 3 nous pouvons encore écrire 

qi -'- m Â > q2 : ™Jg > qa m 7tz > 

qî -- nigle — m 7 I 7 , q 2 ' _ m^— m 5 l 5 , q 3 m 5 l 5 — m^ , 
et par conséquent 

(q*qsq{) (q 3 qiq*) (q^qâ) = S ■ S: * s! = ! • 



m 8 m 7 m- 



ce qui d'après § 107 prouve l'involution. 



* Dans le plan ces droites sont parallèles aux six côtés du quadrangle P1P4, P a P s ; 

P2P4» P3P1» PaP4> P1P2» parce que les milieux extérieurs deviennent des points à l'infini. 



CHAPITRE VIII 



1 09. Collinéation. — Si à chaque 
point d'une figure sphérique ou 
plane 

l*l X l*l+ f*2 X 2*2 + hV3 ( l 8 °l) 

on fait correspondre un autre point 

fh( b ii x i+ b 2i x 2+ b 3i x 3 )ti 
4- fti( b i2 x i-+- b 22 x 2 -f- bjj 2 x 3 )r 2 



Corrélation. — Si à chaque 
point d'une figure sphérique ou 
plane 

Kl X l*l + \h X 2*2 + fri X 3*3 ( l 8 °2) 

on fait correspondre une droite 

v i( b n x i+ b 21 x 2 + b^x^ 
+ v 2 (b 12 x 1 + b 22 x 2 -f- bgaXg)^ 



+ f^( b i3 x i+ b 23 x 2 + b 38 x 3 )t 3 ,(181!) -h vjfosXi-h b 23 x. 2 4- b 33 x 3 )l3 , ( 1 8 1 ./) 



le déterminant des coefficients b ik 
étant différent de zéro : 

B =i | b u b 22 b 33 | 4= o , 

on obtient une nouvelle figure sphé- 
rique ou plane, qui est dite colli- 
néaire à la première. 

[Il est sojis entendu : i°que t i9 V 29 t s 
nesontpassurunedroiteir^t^+o, 
2° que les fxi sont différents de zéro : 
fj^jxg 4 1 o et 3° que les vi sont liés 
aux (Xi parles relations u.iVi = sinAi.] 

110. Le nouveau point obtenu 
(181J peut s'écrire 

(f t l b llti+ ^ b 12t 2 + f^ b 13t 3 ) X l 
+ (^1*1+ ^2 b 22*2 + Pu b 23^) X 2 
+ (f^^ltl-h !* 2 b 32*2+ H-3 b 33^) X 3 

ou encore 

pfotf + ^x,r 2 + rivi ( l82 i) 



le déterminant des coefficients b ik 
étant différent de zéro : 

B | b u b 22 b 33 | + o , 

on obtient une nouvelle figure sphé- 
rique ou plane qui est dite corréla- 
tive ou réciproque avec la première. 
[Ilestsousentendui^queï^ïg^ne 
passent pas par un point : t^ï^^ o, 
2° que les Vi sont différents de zéro : 
v^vg + o et 3° que les ^ sont liés 
aux Vi par les relations Vi ^ = sin Ai .] 

La nouvelle droite obtenue(i8i 2 ) 
peut s'écrire 

(v 1 b 11 l 1 +v 2 b 12 l 2 + v 3 b 13 I 3 )x 1 
-h (v 1 b 21 l 1 -l-v 2 b 22 I 2 4-v 3 b 23 I 3 )x 2 

+ Kbsill+^bgoïa-hVgbggyXy 

ou encore 

vixJi+VgXj^v^Xgls (l82 2 ) 
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si Ton appelle les trois parenthèses ! si l'on appelle les trois parenthèses 



^1^1 y 1*2*2 » !*3*3 

Or,comme le déterminant des b ik 
est différent de zéro, ces parenthèses 
représentent trois points qui ne sont 
pas sur la même droite (§ 3j); 

*i>*2>*3 f° rment P ar conséquent un 
nouveau triangle et les ja; étant des 
tenseurs sont différents de zéro. 

Il s'ensuit qu'au point dont les 
coordonnées par rapport au pre- 
mier triangle sont x« correspond un 
autre point, dont les coordonnées 
par rapport au second triangle 
sphérique ou plan sont également 
x i} le point-unité étant pour le 
premier n^-f f*2*2+ tx 3 r 3 et pour le 
second {*iri4-[*2ï 2 + 1*3*3 • Ainsi cor- 
respondent aux sommets et au point- 
unité du premier triangle les som- 
mets et le point-unité du second. 

111. Les équations du para- 
graphe précédent : (i83 ) 

[*i*i = f*i b n *i -h f* 2 b i2*2 ■+• (*3 b i3*3 
!*i*2 = l*i b 2i*i + !*2 b 22*2 + !*3 b 23*3 

1*3*3 = P-l^itj H" f* 2 b 32*2 + !*3 b 33*3 

qui donnent inversement (iRa) 

b !*i*i = l*i B ii*î H- 1*2821*2 + 1*3831*3 
81*2*2 = 1*1812*1 4- 1*2822*2 + f*s 832*3 

8|*3*3 = [*i8i 3 *l 4" {*2Hi 3 *2 + 1*3833*3 

sont les mêmes que celles qui ont 
été trouvées pour la transformation 
des coordonnées (§ 83). En les trai- 
tant de la même manière, nous en 



Vl » v 2*2 > v 3*3 

Or, comme le déterminant des b lk 
est différent de zéro, ces parenthèses 
représentent trois droites, qui ne 
passent pas par le même point (§37); 
ti>l-2>Ï3 forment par conséquent un 
nouveau trilatère et les v/ étant des 
tenseurs sont différents de zéro. 

Il s'ensuit qu'au point dont les 
coordonnées par rapport au pre- 
mier triangle sont Xi correspond 
une droite, dont les coordonnées 
par rapport au nouveau trilatère 
sphérique ou plan sont également 
x iy le point-unité étant pour le 
premier triangle f^-f- f*2**-H f*3*3 
et la droite-unité pour le second 
v^lj[ -i- v^-i- vgï^ . Aux sommets et au 
point-unité du premier correspon- 
dent les côtés et la droite-unité du 
second. 

Les équations du paragraphe 
précédent : (lg3j) 

v lïl = v lMl+ v 2b 12 l 2 + V 3 b 13*3 

vôli = v 1 b 21 l 1 + v 2 b 22 I 2 + Vgbjjglj 
V3IJ = v 1 b 31 l 1 -|- v 2 b 32 l 2 -f- v 3 b 33 tj 

qui donnent inversement (i^aA 

&'ik = v i8nïi + v 2 B 21 t; 4- v^ilg 
Bv 2 Ï2 = viB 12 Ii -+- v 2 B2 2 ï 2 -f- v^tà 
BV3Ï3 = v iB 13 I; + v^B^ + viBaals 

sont analogues à celles qui, au §83, 
ont été trouvées pour la transforma- 
tion des coordonnées. En les traitant 
d'une manière analogue, on en dé- 
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déduisons après l'introduction de 
trois constantes vi' définies par 

jXi'vi = sin Ai' 



duit, après introduction de trois 
constantes p.{ définies par 

Vi'f*i' «= sin Ai' 



et en désignant par p et <rdeux cons- si p' et a sont certaines constantes 
tantes, les équations : /iOC ^ | les équations : 



(185^ 

P v iïi = v iB n Ii 4- v 2 B 12 t 2 4- v 3 B 13 l3 
pv 3 U = VjB^li 4- v 2 B 22 t 2 + v 3 B 23 l a 

? v 3*3 = v lB 3 lïl + ^^32^2 + V 3 B 33Ï3 



et inversement 



(i85 2 > 
*'Kiti = lh BiA 4- aoB 12 t 2 4- (X3B 13 t 3 
°'Pi*i = ^B-iiti 4- ^B 22 t 2 + ftjB^tj 
^>3t 3 = dB^ti 4- ^3^2 + fXgB^ta 

! et inversement 



(i86 2 ) 

P'Mi = t*t b nti + ^ b 2it2 -h ^ 3 b 31 ti 
p> 2 t> = j*ib 12 ti 4- pib^rj 4- nib^ta 
?>3t 3 = î^ibisti-f- (A 2 b 23 t2+ (^33*3 

Les coordonnées Xj d'un point P 
par rapport au premier triangle et 



(18^) 
<^iïi = v i b nïi 4- v 2 b 21 li 4- vgb 31 t; 
<yv 2 t 2 = v{b 12 I{ 4- v 2 b 22 lj 4- v 3 b 32 t3 
^sk = vib 13 l; 4- v 2 b 23 l^ 4- v 3 b 33 l; 

112. Les coordonnées x l d'un 

point P par rapport au premier et 

celles Vi du point correspondant P' j celles Vi de la droite correspondante 

p' par rapport au second sont les 
mêmes. Si donc les x L satisfont à 

d t Xi 4- d 2 x 2 4- d 3 x 3 = o 

les coordonnées Vide la droite cor- 
respondante par rapport au second 
triangle satisferont à 

d l V l + d 2 V 2 + d 3 V 3 = ° 

c'est-à-dire, si le point P parcourt 
une droite dont le vecteur est 

v i d iïi + v 2 d 2 t 2 4- v 3 d 3 l3 



par rapport au second triangle sont 
les mêmes. Si donc les x t satisfont à 

d 1 x l 4- d 2 x 2 4- d 8 x 3 = o 

les coordonnées y { du point corres- 
pondant P' par rapport au second 
triangle satisferont à 

diYi 4- d 2 y 2 + d 8 y 8 = o 

c'est-à-dire, si le point P parcourt 
une droite, dont le vecteur est 

v i d ili 4- v 2 d 2 t, 4- v 3 d 3 t 3 



i 

le point correspondant P' parcourt • la droite correspondante p' tourne 

autour d'un point dont le vecteur est 



une autre droite dont le vecteur est 

vidA' + v 2 d 2 ti 4- v 3 d 3 t 3 

Nous arrivons donc à ce résultat, 
qu'au point dont les coordonnées 
sont Xi par rapport au premier tri- 



p-idit; 4- «A.;d 2 r 2 4- ^d 3 r£ 

Nous arrivons donc à ce résultat, 
qu'au point dont les coordonnées 
sont Xi par rapport au premier tri- 
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angle correspond un point dont les 
coordonnées sont également x £ mais 
par rapport au second triangle, et 
qu'à une droite dont les coordon- 
nées sont Ui par rapport au premier 
triangle correspond une autre droite 
dont les coordonnées sont Ui par 
rapport au second triangle. 

113. Il s'ensuit qu'en cas de 
collinéation aux courbes f(x 1 x 2 x 3 )= o 
et F(u l9 u 29 u 8 ) = o correspondent 
•d'autres courbes dont les équations 
sont f(x 1 x 2 x 3 ) = o et F(u,u 2 u 3 ) = o 
par rapport au second triangle. 

Il en résulte encore qu'à la 
droite f x du premier système 

v ll A lIl + v 2H-2*2 + Watj ( 1 871) 

qui passe (§ 64) par les milieux 
extérieurs r 2 — r 3 , t 3 — r x , t x — r 2 
correspond dans le second système 
la droite f{ , dont le vecteur est 

v i>iïi + V 2K2^ + v^ïg- 

et dont l'équation par rapport au 
second triangle est par conséquent : 

Par rapport au premier triangle 
de référence cette droite devient, 
comme on le voit, en se servant 
des équations (185^ ou (iSi^ : 

(188,) 

f l (Pi B ll+ ft» B21+ 1*3 B3l)Xi 

+ (l*iB 12 -+- ^B, 2 -h {x 3 B 32 ')x 2 + (-) x 3 

De même nous voyons qu'à la 
droite U du second système 

vi>ili 4- vj^fr-f- vg^ (1891) ; 



angle correspond une droite, dont 
les coordonnées sont Xi par rap- 
port au second triangle, et qu'à 
une droite dont les coordonnées 
sont Ui par rapport au premier 
triangle correspond un point, dont 
les coordonnées sont Ui par rapport 
au second. 

Il s'ensuit qu'en cas de corré- 
lation aux courbes f(x 1 x 2 x 3 ) = o et 
F(u 1 u 2 u 3 ) = o correspondent d'au- 
tres courbes, dont les équations 
sont f^UgUj) = et F(x 1 x 2 x 3 ) = o 
par rapport au second triangle. 

Il en résulte encore qu'à la droite 
i x du premier système 

v i^iïi -H V^lj -f- VgJAgt, ( 1 87 2 ) 

qui passe (§64) par les milieux exté- 
rieurs du premier triangle corres- 
pond dans le second système le 
point i[ , dont le vecteur est : 

et dont l'équation par rapport au 
second triangle est par conséquent : 

{ x 1 ui-|- 1 x 2 u 2 4-{x 3 U3 = o 

Par rapport au premier triangle 
de référence ce point devient — on 
le voit, en se servant des équations 

(i85,) 

(i88. 2 ) 

J/ ^(Bn+B^-hBs^U! 
+ t*2< B 12 + B 22 + B 32 )u 2 + {x 3 (-) u 3 

De même nous voyons qu'à la 
droite \i du second système 

v i>iïi + *iv& + Wsk ( l8 92) 
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qui passe par les milieux extérieurs 
*i _ *3»*3— *i ,rf— r 2 du second tri- 
angle correspond dans le premier 
système la droite : 

v iPiïi + v 2 ^i 2 4- V3P3I3 

■dont l'équation, par rapport au pre- 
mier triangle, est 

f, = u^-f- fc^-f- [X3X3 = O (iQOj) 

Dans le plan les vecteurs (187^ 
et (189!) sont ceux de la droite de 
l'infini; on appelle alors les deux 
droites qui dans le second et le pre- 
mier système y correspondent les 
lignes de fuite de la collinéation 
plane. Leurs équations sont tou- 
jours (188^ et (i90 x ). 

114. Aux points de la ponctuelle 

(MVi + M'A + HJzh) 

appartenant au premier système cor- 
respondent en cas de collinéation 
les points : 

Wa' + MA + riy 8 ti) 

-du second système, qui forment 
une ponctuelle, dont il est facile de 
démontrer qu'elle est projective à la 
première. En effet les quatre points 
<le la première qui correspondent aux 
valeurs X A , Xj , X 3 , X 4 du paramètre X 
ont entre eux le même rapport an- 
harmonique que les quatre points 
correspondants de la seconde (§94). 



qui passe par les milieux extérieurs 
ti—ti , ti—t{ , Vi—ti du second tri- 
angle correspond dans le premier 
système le point : 

dont l'équation, toujours par rap- 
port au premier triangle, est 

J 2 s nJUx + nJUj-h {X3U3 (i90 2 ) 

Dans le plan les vecteurs (187^) 
et (189^) sont ceux de la droite de 
l'infini (§ 64) ; on appelle alors les 
deux points, qui dans le second et 
le premier système y correspondent 
les centres de la corrélation. Leurs 
équations sont toujours (i88 2 ) et 
(i90 2 ). 

Aux points de la ponctuelle 
(Piyiti4- K*y»v+- HYsts) 

■ — X({x 1 z 1 r 1 + (A 2 z 2 r 2 4- [AsZgts) 

appartenant au premier système cor- 
respondent en cas de corrélation les 
droites : 

W yA + MA + V3V3Ï3O 
- K*îh!i + S zA + vjzgfc) 

du second système, qui forment en- 
semble un faisceau, dont il est facile 
de démontrer qu'il est projectif à la 
ponctuelle. En effet, quatre points 
de la ponctuelle correspondant aux 
valeurs X 19 X 8 ,X 3 ,X i du paramètre X 
possèdent le même rapport anhar- 
monique que les quatre rayons cor- 
respondants du faisceau. La ponc- 
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Il en est de même de deux fais- 
ceaux correspondants. 

115. On peut se servir de ces pro- 
priétés pour construire le point P' 
correspondant à un point donné P, 
dès qu'on connaît quatre points 
AjjAa, A 3 ,E et les points homo- 
logues a;,a;,A3,e\ 

En effet, le faisceau des rayons 
(A 1 A 2 ) , (A x A 3 ) , (A t E) , (A A P) étant 
projectif à celui formé par les rayons 
connus (AiAJ), (AJAJ), (AJE') et le 
rayon inconn u (A[ F), celui-ci d'après 
le 1 98 peut se construire facilement. 
De même on construit le rayon in- 
connu (AoP'). Le point cherché P' 
est le»point d'intersection des deux 
rayons construits. 

On voit donc — ce qui d'ailleurs 
est une conséquence de la présence 
des neuf coefficients b lk , formant 
huit rapports — qu'une collinéation 
sphérique ou plane est déterminée 
par quatre points du premier et les 
quatre points homologues du second 
système, pourvu toutefois que ni 
parmi ceux du premier système ni 
parmi ceux du second il y ait trois 
en ligne droite. 



tuelle est donc, d'après le § 94, pro- 
jective au faisceau. 

On peut se servir de ces pro- 
priétés pour construire la droite p' 
qui dans la corrélation correspond 
à un point donné P, dès qu'on con- 
naît quatre points A lf A 2 , A 3 , E et 
les droites homologues aî,a£,a£,e'. 

En effet, le faisceau des rayons 
(AAMAxA^A^^P) étant 

projectif à la ponctuelle formée par 
les points connus (a^), (afa^), (aie') 
et le point inconnu (a{p'), celui-ci 
peut se construire facilement. De la 
même manière on obtient le point 
inconnu (a^p'). La droite cherchée p f 
est la droite de jonction des deux 
points construits. 

On voit donc — ce qui est d'ail- 
leurs une conséquence de la présence 
des neuf coordonnées b lk , formant 
huit rapports — qu'une corrélation 
sphérique ou plane est déterminée 
par quatre points du premier et les 
quatre droites correspondantes du 
second système, pourvu toutefois 
que parmi les quatre points il n'y 
ait pas trois en ligne droite, ni 
parmi les quatre droites trois pas- 
sant par un point. 



116. Collinéation (Suite). — Nous allons nous occuper maintenant 
de la question suivante : Y a-t-il dans la collinéation sphérique ou plane 
des points qui coïncident avec leurs points correspondants et des droites 
qui coïncident avec leurs droites correspondantes? 



Au point : 

Ki x i*i + ^ 2 x 2 t 2 + {^xta (I) 



A la droite : 

VjUilf + VJU^ + VgUgfc (I) 
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du premier système correspond le 
point 

ri x i*i 4- riVi + ri Vs 

du second système. A cause des 
équations (iS3 ± ) on peut l'écrire 

x i(Ki b iA+ 1*2^2+ fA 3 b 18 t 3 ) 4- 
x 2 ( [ j 1 b 2l t 1 + fA 2 b 22 t 2 + tofos**) + x a H 
ou encore 

Pi(bnXi+b 21 x 2 -4-b 31 x 3 )t 1 -fr 
î x a (b 12 x 1 + b 22 x 2 4-b 32 x 3 )r 2 4- (HO 

Pour que les points (l x ) et (U t ) 
coïncident il faut et il suffit qu'ils 
aient par rapport au même triangle 
des coordonnées proportionnelles, 
c'est-à-dire qu'on ait — a- étant un 
facteur de proportionnalité — 

* x i = b n x i4- b 21 x 2 4- b 31 x 3 

(jx 2 = b l2 x t -\- b 22 x 2 4- b 32 x 3 (II y 

gXq = b 13 x 1 4- b 23 x 2 4- b 33 x 3 

Pour que ces équations soient 
satisfaites par des valeurs des Xi non 
toutes nulles, a doit satisfaire à 
l'équation cubique : 



du second système correspond la 
droite 

V l U lÏl 4- V 2 U 2 Ï2 4- VgUglj 

du premier système. A cause des 
équations (iSô^ on peut récrire 

Ui(vib 11 Ii+v 2 b 21 ï 2 '4-v 3 b 31 ^) 4- 
u 2( v i b i2Ïi4- >2 b 22Ï24- v 3 b 32 ï 3 ) 4- 



ou encore 



vi(b 11 u 1 4-b t2 u,4-b 13 u 3 )ïi 
v 2( b 2i u i4- b 22 u 2 4- b 23 u 8 )tj 4- 



(".) 



b u -<j 



'12 



>21 



Pour que les droites (I 2 ) et (II 2 ) 
coïncident il faut et il suffit qu'elles 
aient par rapport au même triangle 
des coordonnées proportionnelles 
c'est-à-dire qu'on ait, — a étant un 
facteur de proportionnalité — 

(jUj = b n u t 4- b 12 u 2 4- b 13 u 3 

<ru 2 = b 21 U!+ b5 2 u 2 4- b 23 u 3 (I1I 2 ) 

<iu 3 = bgjU^ b 32 u 2 4- b 33 u 3 

Pour que ces équations soient 
satisfaites par des valeurs des Ui non 
toutes nulles, c doit satisfaire à 
l'équation cubique : 

b. 



'81 



b 22~ G b a* 



'13 



b 



23 



3; 
l>33— ^ 



O 



(IV) 



Supposons que c x soit une des racines de cette équation; sa substi- 
tution réduira en général chacun des systèmes (IHi) et (III 2 ) à deux 
équations indépendantes. Celles de gauche donnent les coordonnées d'un 
point double, celles de droite les coordonnées d'une droite double. On 
peut donc affirmer qu'il y a dans toute collinéation sphérique ou plane 
en général trois droites doubles, dont les points d'intersection sont les 
trois points doubles. 
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117. Collinèation centrale. — Il se peut, cependant, que la substi- 
tution de <j t réduise chacun des systèmes (IIIx) et (W 2 ) à une seule 
équation *. Dans ce cas, il faut qu'après cette substitution le déter- 
minant de (IV) [dont tous les mineurs du second ordre sont nuls], ait 
la forme 

«lPl *2pl a 3?l 
a lfe «2fe «3Ê2 
a l?3 *2fo a 3p3 

L'équation en <x, avant la substitution, est dans ce cas 



a iPi+*i-* «âPl 



<3?1 



«lfe «2h+«l-« a 3& 

(*1 + a lPl+ «iM" *3fo— a ) ( ff l— (y ) 2 



= O 



ce qui nous prouve que a t est une racine double et que la troisième 



racine est 



<i 8 = n x 4- a^i ■+■ a 2 ?2 ■+- agftj. 



C'est la racine double et celle-là 
seule qui réduit* le système (II^) 
à une seule équation 

Pu 3 «1 X 1 + *2 X 2 + a 3 X 3 = O 

représentant une droite, dont tous 
les points sont des points doubles. 
La substitution de la racine simple 
<r 3 réduit le système (II^) à deux 
équations indépendantes : 

— («*fc+ «sh)Xi+ «2pl X 2+ «Spl X 3 = O 
«lp2 X l— («sPs-*- a lPl) X 2 + a 3p2 X 3= ° 



C'est la racine double et celle-là 
seule qui réduit * le système (III â ) à 
une seule équation 

représentant un point, tel que toutes 
les droites qui y passent sont des 
droites doubles. 

La substitution de <j 8 réduit (III 2 ) 
à deux équations indépendantes : 

-~(a 2 p 2 +a 3 p 3 )u 1 +a i p â U 2 + 0^3= 

«iMl— («SPa+oA)^-*- *2fe U 3= o 



1 II n'est pas possible que la substitution de o x , dans les équations (III X ) annule tous les 
coefficients, car dans ce cas on aurait b n = b M = b 88 = <j lf et b ia = b 21 = bj3= b 3ï =b 3t = b 18 =o, 
c'est-à-dire d'après (183!), que non seulement les points ririrj coïncideraient avec les 
points tiXjc 9t mais encore que les jji seraient proportionnels aux (x|. Le second système 
serait alors identique au premier. 

* Il faut d'abord dans les équations (IIIJ et (III 2 ) remplacer les bu par ai pi + <n et 
les bik par ai pk . 
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qui déterminent encore un point 
double P dont les coordonnées sont 
proportionnelles à p x , p 2 > Ps et dont 
Téquation est par conséquent 

Po^ Ml+ p2 U 2+ ?8 U 3 = ° 



qui déterminent encore une droite 
double p dont les coordonnées sont 
proportionnelles à a^a^ag et dont 
Téquation est par conséquent : 

p = «i*!-!- «2X2-4- a 3 x 3 = o 



Le cas spécial de collinéation que nous venons d'analyser est 
celui de la collinéation centrale. Il se réalise lorsque le déterminant 
B = | b n b 22 b33 | peut être mis sous la forme 



a iPi+*i «2 Pi 



«sPi 



a lp2 ^fe+^l «3p2 



a lf*3 



a 2& a 3p8 +(J l 



La droite p s'appelle alors l'axe de la collinéation et le point P 
le centre de la collinéation. Deux points correspondants M et M' sont 
sur une droite passant par P parce que (P M) coïncide avec la droite 
homologue qui contient M'. Deux rayons correspondants m et m' ont 
leur point d'intersection sur Taxe p parce que le point (mp ) coïncide 
avec son point homologue qui est (m'po), et ceci est vrai non seulement 
lorsque la collinéation centrale est sphérique, mais encore lorsqu'elle 
est plane. 

118. Cherchons encore les lignes de fuite dans le cas d'une 
collinéation centrale plane. 

Ces droites sont, nous le savons par le § 11 3, la droite f{ qui dans 
le second système correspond à la droite de l'infini du premier, et la 
droite f 2 qui dans le premier système correspond à la droite de l'infini 
du second. Leurs équations par rapport au premier triangle sont en 
général : 

fi ^ (f*iB 11 +|A 2 B 21 +ti3B 31 )x 1 +({A 1 B 12 +^ 

f 2 - \l{X 1 + f^X 2 + {A3X3 

mais dans le cas que nous examinons nous avons d'abord 



donc 



bu = ^ ^ 4- Vi et b ik = aj p k , 



B 11 = <j 1 (a 2 p 2 +a 3 p 3 +(ii) = *i(*3— *iPi)î B i2=— *i a 2pi; B i3= — *i a 3pi> etc - 
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Ensuite comme les tf sont d'après (183!) des tenseurs, qui dans le plan 
(| 58) deviennent 

^11+ f*2 b i2+ l'As ou a 1 ({*. 1 p l + ^0,+ [X3P3) 4- K-iCFt , etc., 
nous aurons 

f; "-= «ïsCfiiX^ |A2X 2 + (^3X3) — ( I a 1 p 1 + {A. 2 p 2 + Ksftj) ( a l X l+ a 2 X 8+ a 3 X 3) = O 
f 2 s <I 1 ({1 1 X 1 + (X 2 X 2 + IX3X3) + (fA^rt- J4P2+ KuM ( a l X l+ a 2 X 2+ a 3 X s) = O 

Ces deux droites passent par l'intersection de Taxe de collinéation 
a A x x + 03X3+ a 3 x 3 = o avec la (% 64) droite de l'infini [i 1 x 1 + 1*2X2+ ja 3 x 3 = o 
c'est-à-dire qu'elles sont parallèles à l'axe de collinéation. 



CHAPITRE IX 



Le cercle sphérique. 



119. Toutes les droites Ui qui 
sont * à la même distance p d'un 
point fixe yi enveloppent un cercle 
sphérique (yt , p) dont l'équation est 

= y 4 u 4 sinp 
ou encore (ig2i) 

(yi u i+ y« u 2-t- y 3 u 4) A - y*u 4 sin P = o 



parce que si la distance du point 
fixe à la droite est p, sa distance du 
vecteur de la droite sera ~ — p . 

Cette équation est en réalité du 
second degré en u l9 u 2 »u 89 parce 
qu'elle contient le tenseur 



u 4 = y û( Ul u 2 u 3 ) - 

Si la distance p des droites Ui au 
point fixe yi s'annule, on retrouve 
l'équation bien connue Au point yi. 



120. Toutes les droites Ui qui 
font *• le même angle 6 positif ou 
négatif avec une droite fixe Vi enve- 



Tous les points x { qui sont 1 à la 
même distance 6 d'une droite sphé- 
rique vi sont sur un cercle sphé- 
rique (\'i , 6), dont l'équation est 

(vivA+vjvA+vjvA) (t i i x i r i+ !*!**«+ MA) 

= v 4 x 4 sin 
ou encore /.^„ \ 

( v i x i+v 2 x 2 -f-v 3 x 3 ) A — v 4 x 4 sin ô = o 

parce que si la distance de la droite 
fixe au point est 6, celle du vecteur 
de la droite au point sera — — 6 = p , 
si p est le rayon du cercle. 

Cette équation est en réalité du 
second degré en x v x 29 x 8 par la pré- 
sence du tenseur 



x 4 =l/o)(x 1 x 2 x 3 ) 

Pour 6 = o on retrouve l'équa- 
tion de la droite Vi . Le vecteur de 
la droite donnée v 1 v 1 l 1 +v 2 v 2 I 2 +v 3 v 3 I 3 
est en même temps celui du centre. 

Tous les points Xi qui ont * la 
même distance sphérique p d'un 
point fixe yi sont sur un cercle, 



1 On suppose partout p et 6 inférieurs à 5- . 



1 



loppent un cercle sphérique, dont 
l'équation est 

( v 1 V 1 ï 1 + v,v^ â + v 8 v 3 r 3 ) { v^Jj + v 8 U^ 2 + v a U 3 l 3 ) 
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dont p est le rayon et dont l'équa- 
tion est 



ou encore 



= v 4 u 4 cos 6 



"i^ (Vi) H- u 2 Q' (v 2 ) 4- u 3 Û' (v 3 ) 



2 v 4 u 4 cos 6 = 



ce qui peut s écrire 

Q(vu) — v 4 u 4 cos = o. 

Le vecteur de la droite fixe v 4 

est en même temps celui du centre. 

121. Réciproquement toute équa- 
tion en coordonnées tangentielles 
de la forme l 

BjU^ B 3 u 2 -f B,u 8 4- B 4 u 4 = o 

représente un cercle sphérique, dont 
il est facile de déterminer le centre 
et le rayon, car en comparant cette 
équation à (192^ nous obtenons 

y 2 A = B t ; y 2 A = B 2 ; y 3 A = B 3 

— y 4 sinp = B 4 
Il en résulte que 

est le vecteur du centre, et que le 
rayon est donné par 

sinp = 4 

VcolBiBA) 

Le cercle n'est réel que lorsque 



( M\t L + ^y^M- M'fo) { [1^X1+ |A*x*r 9 -+- ix,x 8 r 3 ^ 

= y 4 x 4 cos 
ou encore 

Xi*>'(yi) + x 2 a>'(y 2 ) + x 3 a/(y 8 ) 

— 2y 4 x 4 cosp =0. (i9 3 >. 
ce qui peut s'écrire 

w (yx) — y 4 x 4 cos p = o 

Le vecteur du point fixe yi 

est en même temps celui du centre» 

Réciproquement toute équation 
en coordonnées ponctuelles de la 
forme * 

b, x,+ b s x 2 + b 3 x 8 + b 4 x 4 =^= o ( 1 94) 

représente un cercle sphérique, dont 
il est facile de déterminer le centre 
et le rayon, car en comparant cette 
équation à (i92 2 ), nous obtenons 

v ± \ = b t ; v 2 A = b 2 ; v 3 A = b s 

— v 4 sin ô = b 4 

Il en résulte que 

vxbjlj-i- v 2 b 2 I 2 + v 3 b 3 Ï3 

est le vecteur du centre, et que le 
rayon est donné par 



sin 8 =cosp = — 



b 4 A 



<i95) 



YQ(b L b Q b s ) 

Le cercle n'est réel que lorsque 



1 II est à remarquer que dans ces équations les Bi comme les bi sont indépendants; 
B 4 et b 4 ne sont donc nullement Vw(B 1 B 2 B 8 ) et Vû^bab,,). 



-«^■-.^ 
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122. En vue de recherches ultérieures nous transformons les expres- 
sions du centre et du rayon qui ont été trouvées dans le paragraphe 
précédent (à droite). Nous le faisons en introduisant les coordonnées yi du 
centre, c'est-à-dire en posant : 

Or, si nous multiplions scalairement les deux membres de cette 
équation successsivement par le premier et par le second membre, nous 
obtenons en égalant les résultats : 

û(bb) = (b^-f- b 2 y 2 + b 3 y 8 )A = »(yy) (iq6> 

tandis que la multiplication successive par 2 v^ , 2 v 2 t 2 , 2 v 8 Ig nous donne 
pour les coordonnées y t du centre 

yi • y 2 ' y* = Q'(bi) ' ^W : ûW (197) 

Quant au rayon on trouve en multipliant le numérateur et le déno- 
minateur de (i95 2 ) par y i =s y«*(yy) et tenant compte de l'équation (196) : 



cosp = 



_lMè_ 



b<y* 



••(yy) b iyi+ b ïy«+ bays 



ou encore 



2 sin* * — ^yi+^yi+Nys+b^ 

2 b^-t- b 2 y 2 + b 8 y s 



(i 9 8> 



En résumant, nous pouvons donc dire que toute équation en coor- 
données ponctuelles : 

b^j-h b 2 x 2 + b 3 x 3 + b 4 x 4 = o 

représente un cercle sphérique, pour lequel les coordonnées yi du centre 
et le rayon p se trouvent par (197) et (198). 



123. Pour que la circonférence 
B,^ + B,u 2 + B 3 u 8 + B 4 u 4 = o 

soit tangente à trois droites données 
Vi , Wi , n qui ne passent pas par le j 
même point, il faut et il suffit que 
les Bi satisfassent aux conditions 

B lVl + B 2 v 2 + B 8 v 3 + B 4 v 4 = o 
B i w i+ BjW 2 + B3W3+ B 4 w 4 = o 
B^ 4- B 2 r 2 + B 8 r 8 + B 4 r 4 = o 



Pour que la circonférence 
bjX^ b 2 x 2 + b 3 x 8 + b 4 x 4 = o 

passe par trois points donnés yi , Zi , t f 
qui ne sont pas sur la même droite 
sphérique, il faut et il suffit que 
les Bi satisfassent aux conditions : 

*>iy, + b 2 y 2 + b 8 y 3 + b 4 y 4 = o 
bjZj + b 2 z 2 + b 8 z 3 -f b 4 z 4 = o 
b,t t + b 2 t 2 + batg + b 4 t 4 = o 



• «- 
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L'élimination des coefficients in- 
connus nous fournit donc : 



u. 



Vi 



Wi 



u« 



U< 



3 



W 2 W 3 



"4 
V 4 

w 4 



= o. 



1 l 2 *8 H 

comme équation du cercle cherché. 
Comme les trois droites données ne 
passent pas par un même point, il est 
évident (§ 37), que le coefficient de u 4 , 
c'est-à-dire le mineur correspondant 
à l'élément u 4 est différent de zéro. 
En développant ce déterminant 
nous obtenons si Ui est le mineur 
correspondant à Ui 

u iUi+ u 2 U 2 -t- U3U3+ u 4 U 4 = 

Cela nous montre (| 121), que 

«est le centre, et que le rayon est 
donné par 



sin o = — 



VtoiU^Ua) 



124. Cercle inscrit. — Dans 
ce cas les droites données sont les 
côtés du triangle (1,0,0); (0,1,0); 
{o, o, 1), tandis que les éléments 
correspondants dans la dernière co- 
lonne du déterminant, c'est-à-dire 
les tenseurs deviennent v x , v 2 , v 3 . 
L'équation en coordonnées tangen- 
tielles est par conséquent : 

1 

• o 

o 



u 2 u 3 u 4 , 

O V! 

1 O v 2 
O I Vo 



L'élimination des coefficients in 


connus donne : 






*1 


X 2 *3 


*i 






yi 


y* y s 

z 2 2» 


y* 

2* 


= Q. 




ti 


t 2 t 8 


t* 





comme équation du cercle cherché. 
Comme les trois points donnés ne 
sont pas sur la même droite, il est 
évident (§ 37), que le coefficient de x 4 , 
c'est-à-dire le mineur correspondant 
à l'élément x 4 est différent de zéro. 
En développant le déterminant 
nous obtenons si X t est le mineur 
correspondant à Xi 

X^Xi - !- X 2 X2"f" X 3 X 3 -t~ X ±A. 4 = O 

Cela nous montre (§ 122), que 

i* 1 û'(x 1 )r 1 + ^û'(x 2 )r 2 + n 3 Q'(x 8 )t3 

est le centre, et -que le rayon est 
donné par 

X 4 A 



cos = — 



VûTxÂxT) 



Cercle circonscrit. — Dans ce 
cas les points donnés sont les som- 
mets du triangle (1,0,0); (o, 1,0); 
(o, o, 1), tandis que les éléments 
correspondants de la dernière co- 
lonne du déterminant c'est-à-dire 
les tenseurs deviennent ^ (j^, j^. 
L'équation en coordonnées ponc- 
tuelles est par conséquent : 



- v^-f- v 2 u 2 +v 3 u 3 — u 4 = o (I99i) 



*l 


x 2 


*8 


*4 


I 








H 





I 





te 








I 


te 4 



K-i x i+ te x 2+ t*sx 8 — x 4 = ° 099t) 
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son centre est donc (§ 121) : 

tandis qu'on trouve le rayon r par 
la formule 



sinr 



V co{ v^a) V( fi 1 v 1 r l 4-lA,v 2 r 2 +fA 3 v 8 r 8 )* 



il est évident que l'équation ( 1 99^ 
peut encore s'écrire : 



< v iM-v 2 u 2 +v 3 U3) 2 — ûC^UgUs) =0; 
développée (60) elle prend la forme : 



U0U0 . .A. UoU, . ,A,,, u,u., . An 
-^sin'-H — 8 -i sin 2 —^^— 1 — sin 2 — = 
v t 2 v 2 2 v 3 2 



son centre est donc (§ 121) : 

v lf i lIl+ v 2{ A 2Ï2+ v 8( x 8Ï8 

ou p 1 û\(x 1 )r 1 + [i 2 û , ((x 2 )r 2 + |* 8 Q'(i*8)t8i 

tandis que son rayon R se trouve : 

cosR= 



L'équation (1992) peut encore 
s'écrire : 

Oi x i+ W2+ |x 8 x 3 )2— Hx^Xg) = o ; 
développée (60) elle prend la forme : 



2 ' 



2 a 3 , XiXg^.^jâa — 



H-i 



sin^ + ^^sin 2 ^=0 

\h 2 ^ 8 2 



Jusqu'ici la symétrie est complète ; elle se perd dès qu'on fait des 
suppositions spéciales sur la valeur des coefficients ^ et Vi . Ainsi l'on 
obtient en coordonnées barycentriques, c'est-à-dire pour ^ = 1 et v t = sinAi , 
comme équation du cercle inscrit sphérique : 



U 2 U 3 tg -^ -h UgUi tg -J -*- u x u 2 tg -J = o . 

et comme équation du cercle circonscrit sphérique 

x 2 x 3 sin 2 i -4- x 8 X! sin 2 î? + x x x 2 sin 2 5? = o . 



(200) 



(201 



Pour le plan nous avons sin 2 ^.\ a[ , de sorte que le cercle circonscrit 
du triangle plan est en coordonnées barycentriques : 



222 

a«A.>Xo - f- a^XuXi -y- aoX|X 2 — — o • 



(202) 



L'équation (200) est pour le plan aussi celle du cercle inscrit. 



125. Puissance d'un point. — 

Menons par un point donné Q une 
droite p, ayant deux points Q A , Q 2 
à la distance sphérique ? du point 
fixe Q . Ces deux points appar- 
tiennent (§ 119) au cercle (Q , p). 



Puissance d'une droite. — 

Prenons sur la droite donnée q un 
point P, par lequel passent deux 
droites q!,q 2 , faisant avec la droite 
fixe q un angle 6. Ces deux droites 
appartiennent (| 1 1 9) au cercle (q , 6). 
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Si Q 3 est le milieu de Q X Q 2 (fig. 1 5), 
la droite (Q Qs) est normale à la droite 
(QQi) et I e produit scalaire de leurs 
vecteurs est nul. Ces vecteurs sont 




Fig. i5. 

Vfo*3 et Wi si au P oint Qî nous 
faisons correspondre le vecteur Vi- 

Nous avons donc (23) 
VtTiW» s «o- Vs— tr 3 . Vo = o 



ou 



cos QoQ^ 



cos Q 3 Q 

d'où nous tirons *, si la distance 
sphérique 

la relation remarquable 



tg 



t g Q»Q _ cos p - cos 8 
2 cos p + COS S 



(203^ 



Le second membre ne change 
qu'avec la distance 8 du point Q au 
centre, le produit : 



tg2iQ.tg5îQ 

2 2 



(204i) 



qu'on appelle la puissance du point Q 
par rapport au cercle sphérique garde 



Si q 3 est la bissectrice de q t q 2 , le 
point (q qs) (fig- 1 6) est à une distance 
sphérique — du point (qq x ) et le pro- 
duit scalaire de leurs vecteurs est 




Fig. iô. 

zéro. Ces vecteurs sont \ l^ et YW^ 
si à la droite q L nous faisons corres- 
pondre le vecteurïi. Nous avons donc 



ou 



cosqiq 8 = cosq t q 
cosq a q cosq q 



d'où nous tirons, si l'angle 



q q ^ e 

la relation remarquable 



to^q ro ^ cos e- cos 6 
tg — . tg — = — 

2 2 cosô-fcose 



(203 2 > 



Le second membre ne change 
qu'avec l'angle e de la droite q avec 
la droite fixe, le produit : 



tgSiS.tg** 



a - a («Mt> 

que nous appelons la puissance de 
la droite sphérique q par rapport au 



1 Ajouter aux membres de l'équation d'abord — 1, puis + 1 , et diviser le premier 
résultat obtenu par le second. 



— **?* '- 
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^ (Zibjt+Zj^+ZsbgJA = z 4 cos fiV^btbjb,,) 

D'autre part nous savons par (i95 2 ) 

b 4 à = — cos p 1/^(^1 b 2 b 3 ) 
Il s'ensuit que 

bj/-!-^ byZj4- b 8 z 3 cos S 

b 4 z 4 cos p 

et que la puissance cherchée du 
point Zi est par conséquent (205^ : 

b t z x + P3Z3+ b 3 z 3 + b 4 z 4 
b t z t + b,z 2 + D3Z3— b 4 z 4 



cos p — cos g 

cos p +■ cos 8 



127. Pour que le point ^ pos- 
sède par rapport aux deux circon- 
férences sphériques : 

k = bjXj-f b 2 x 2 + b 8 x 8 + b 4 x 4 = o 

k'= b,'x t + b 2 x 2 + b 8 x 3 + b 4 x 4 = o 

des puissances égales, il faut et il 
suffit (2ô5 A ) que 

Mi+ b g x 9 +b s x 3 +b 4 x 4 _ b;x t +bQX g -i-b 8 X3+b 4 x 4 
bjX t + b 2 x 2 +b 3 x 3 -b 4 x 4 bix 1 +b2X 2 +b 3 x 8 -b 4 x 4 



donc la même valeur pour toutes les 
sécantes p passant par le point Q. 

Il est évident que la puissance 
du point Q devient négative (2o3 x ), 
lorsque la distance S est plus petite 
■que le rayon p. 

< 
126. Cherchons maintenant la 

puissance du point z^Zj, z 3 par rap- 
port au cercle 

k s bjXj-f- b 2 x 2 + b 3 x 3 4- b 4 x 4 = o 

D'un côté nous avons si 8 est sa 
distance au centre : 

<}i l z 1 r 1 + ptz,r s + (X3z 3 r 3 ) ( v^A + v,b 2 l 2 + v 3 b 3 ï 8 ) 



cercle garde donc la même valeur 
pour tous les points P sur la droite q. 
Il est évident que la puissance de 
la droite q devient négative (2o3 2 ), 
lorsque l'angle g est plus petit que 

P- 



7T 



6 = ?L — 

2 



Cherchons maintenant la puis- 
sance de la droite w x , w 2 , w 8 par 
rapport au cercle 

K ~ B lUl -{- B 2 u a + B*u,+ B 4 u 4 = o 

D'un côté nous avons si e est son 
angle avec la droite fixe : 

( Vi wA-htsWjtrHaWs!,) ( feBirt+itArrHiiBrfr,) 
= (w 1 B 1 +w 2 B 2 +w 3 B s )A= \v 4 coseVw(B 1 B 2 B 3 ) 

D'autre part nous savons par (195^ 

B 4 A = — cos6l/o)(B 1 B 2 B 3 ) 
Il s'ensuit que 

BiW t + B 2 \v,+ B 8 w 3 cos e 



B 4 w 4 



cos 6 



et que la puissance cherchée de la 
droite w\ est par conséquent (2o5 2 ) : 

cos 6— cos £ B t Wi + B 2 w 2 + B 3 w 3 + B 4 w 4 

cos q + cos e B 1 w 1 +B 2 w 2 + B 8 w 3 — B 4 w 4 



Pour que la droite Ui possède par 
rapport à deux circonférences sphé- 
riques : 

K = B^j+BjUa+BaUg+B^i^ o 
K' - BjUjH- B 2 u 2 -J- B 8 u 3 +B 4 u 4 = o 

des puissances égales, il faut et il 
suffit (2o5 2 ) que 

B i U 1 +tt 2 U 2 +B 8 u 3 + M4 __ B i , u 1 -f-B 9 u 2 +B 8 u 8 +B 4 u 4 

b 1 u 1 +b 2 u 2 +b 8 u 3 -b 4 u 4 ~"^ Ui+BsU2+b ; U3 _ b ; U4 
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Il est cependant facile de donner 
à cette équation la forme : 

le k' 



b 4 b 4 



ou encore 



(206O 

b L x t + bgXyf b 8 x 3 Kx !+ b 2 x 2 + b 3 x 3 _ 
b 4 b 4 

et comme cette dernière équation, 
ne contenant plus x 4 , est du premier 
degré, tous les points d'égale puis- 
sance sont situés sur une droite, 
qu'on nomme Taxe radical ou la 
droite de puissance des deux cir- 
conférences. 

128. Pour que la puissance du 
point Xi par rapport au premier 
cercle soit égale à la valeur réci- 
proque de sa puissance par rapport 
au second, il faut et il suffit que ses 
coordonnées Xi satisfassent à 



Il est cependant facile de donner 
à cette équation la forme : 



IC K' 



ou encore 



(206J 



BtU^ B 2 u 2 4 B : ,u : , B;uj4- BjU,+ BgUj 



= O 



b 4 b; 

et comme cette équation, ne conte- 
nant plus u 4 , est du premier degré, 
toutes les droites d'égale puissance 
passent par un point, que nous 
nommons le point de puissance des 
deux circonférences. Pour d'autres 
motifs on appelle ce point aussi le 
centre de similitude externe. 

Pour que la puissance de la 
droite Ui par rapport au premier 
cercle soit égale à la valeur réci- 
proque de sa puissance par rapport 
au second, il faut et il suffit que ses 
coordonnées u, satisfassent à : 



b 1 x 1 +b 2 Xg4-b 3 X3-|-b4X4 _ bj x^bgXg-f-b^-b^ 1 B^-f H g u g -t- b 3 u 3 f B 4 u 4 _ BxU 1 4-nâu 2 -}-BsU 3 -Bl u 4 
b l x 1 +b 2 x 2 4-b 3 x 3 - b 4 x 4 bix l i-b 2 x 2 -!-b 3 x 3 +b 4 x 4 I BiUrl-BjUjt-B.jUj— B 4 u 4 B^ \ Biu 2 H8 3 u 3 +-B 4 u 4 



c'est-à-dire que le point Xi soit sur 
la droite : ( 20 7i) 

b t X!+ b 2 x 2 f b 3 x : , bj xtfbôxoi-bax ., __ 

Appelions cette nouvelle droite 



c'est-à-dire que la droite u t passe par 
le point : (2073) 

B 1 u,H-B.,u 2 - |-B :> u 3 B;u t + B; u 2 -fB;u 3 __ Q 
B 4 ^ B 4 

Appelons ce nouveau point le 



la droite de puissance de seconde point de puissance de seconde espèce 
espèce des deux circonférences. ou le centre de similitude interne. 



129. Les vecteurs des deux i Les vecteurs des deux points 
droites trouvées (206^ et (207!) ' trouvés (2o6 2 ) et (2072) 



^ Kb^-i- v 2 bg^4- v 3 b 3 t r ) 
r? ( v i b iïi -f-v 2 b 2 l 2 + v 3 b 3 l 3 ) 

t>4 



-^ G^B^-I- p. 2 B 2 r 2 -h {^Bgta) 



-r- 1 



rr (^Bj'ti-h ^B:,t 2 -i- f^Bat,) 
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peuvent s'écrire, m et m' étant les I qui peuvent s'écrire, m et m' étant 



vecteurs-MH/ï& des centres : 



Vt>(b t b 3 b 3 ) Voibjbjbj) . 

b 4 b 4 

ou à cause de l'équation (195.,) 



m -p- m' 

-f- 



COS p cos p' 



les vecteurs-unités des centres : 



VtoiB.BA) m _ V(q(b;b 2 -B3) m , 



B 4 



b; 



sont à cause de l'équation (195^ 



m 



m' 



sin p sin p' 



On voit qu'ils sont sur la droite On voit qu'ils sont sur la droite 

qui relie les centres et qu'ils sont J qui relie les deux centres et qu'ils 

conjugués harmoniques par rapport : sont conjugués harmoniques par 

à ces derniers. j rapport à ces derniers. 

Il est dès lors évident que les droites de puissance elles-mêmes sont 
perpendiculaires à la droite des centres. 

130. On peut arriver aux résultats des paragraphes précédents sans 
faire usage des coordonnées xi et u £ . 

En effet, pour qu'un point r ait En effet, pour qu'une droite l 

des puissances égales par rapport : ait des puissances égales par rapport 



aux deux cercles, il faut et il suffit 
(203^ qu'il satisfasse à l'équation : 

c osp— mr cos p'-m'r 

cosp+mr cosp' + in'r 



ou 



r(tttcos p'— m'cos ?) = o 



ce qui signifie que r n'est d'égale 
puissance par rapport aux deux 
cercles que lorsqu'il est situé sur la 
droite, dont le vecteur est 



m 



m' 



(208J 



cos p cos p' 

On trouve de la même manière 
le vecteur de la seconde droite de 
puissance. 



aux deux cercles, il faut et il suffit 
(2o3 2 ) qu'elle satisfasse à 

sin p- ml sinp'-m'l 

sTnp + ml sinp' + m'l 



OU 



sin p + ml 

l(msinp'— m'sinp) = o 



ce qui signifie que la droite 1 n'a 
d'égale puissance par rapport aux 
deux cercles que lorsqu'elle passe 
par le point, dont le vecteur est 



m 



m' 



(208 2 ) 



sin p sinp' 

On trouve de la même manière 
le vecteur du second point de puis- 
sance. 



131. Déterminons l'intersection de la première droite de puissance 
avec la droite des centres. Supposons que ce point soit m — Àiitt'; comme 
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ïl doit être sur la droite de puissance, dont (208!) est le vecteur nous 
vivons 



(m — Xjtn') (in cosp'-— m' cosp) = o 



Nous en tirons : 



cos d cos p — cos p' 

1 """ cos d cos p' — cos p 



pour le rapport de division du point cherché par rapport aux deux centres, 
d étant la distance sphérique des deux centres : imn'=cosd. On trouve 
-de même pour la seconde droite de puissance 



— COS( * cos ? "+" cos p' 
2 ~~ cosdcosp'-h cosp 



132. Si l'on rexnplace cosd, cosp, cosp' par 1 — 2 sin 2 T etc. , on 
trouve en passant à la limite, c'est-à-dire pour le plan 



d 

2 



*i = 



_ d M-p 2 — p' 2 



et 



^2=1. 



d 2 +p' 2 — p 2 

ce qui nous prouve que dans ce cas la seconde droite de puissance 

coïncide avec la droite de l'infini. 

Quant aux deux points de puissance ou centres de similitude, ils 

deviennent pour le plan , 

ttt _ tti 

133. Passons à l'examen des trois circonférences dont m x , tn^, tn 3 
sont les centres et p l9 p 29 p 3 les rayons. 



Les droites de puissance sont 



m, 



m< 



ot< 



m* 



COS p! COS p 2 ' COS f 2 COS p 3 ' 



tn 3 



*! 



COS p 8 COS pi 

Leur somme est nulle ; elles 
passent donc par un point (§ 45), 
qui est le centre radical des trois 
circonférences. On trouve pour son 
vecteur en prenant (§ 17) le produit 
vectoriel de deux des différences 
précédentes : ( 2 oq ) 

cos pjYmsitij-l- cos PsYmatt^+cosPaYtii, «tj 



Les points de puissance sont 



TOi 



ut* 



nu 



W3_ 



sin p| sin p a; ' sin p 2 sin p 3 



ÎW3 



m, 



sm p 3 sin pi 

Leur somme est nulle; elles sont 
donc (| 45) sur une droite, qui est 
Y axe de similitude externe pour les 
trois circonférences. On trouve pour 
son vecteur en prenant (§ 17) le pro- 
duit vectoriel de deux des différences 
précédentes : ^ 20 ^) 

sin p^'matttj-j-sinp^itmtti+sin p^mA 
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Quant aux droites de puissance 
<le seconde espèce leurs vecteurs sont 

m 3 , m a 



-h 



m< 



-h 



COS pj ~ cos p, ' COS p 2 COS p 3 ' 

W 8 . Pi! 

COS p 3 COS p x 

■ce qui prouve que deux droites de 
puissance de seconde et une droite 
<le puissance de première espèce 
passent également par un point, de 
sorte qu'il y a encore trois centres 
radicaux de seconde espèce. Le 
vecteur du premier de ceux-ci est 

- cos ^yWj^+cospjyej^+cospjY»!», 

134. Déterminons lesquels des 
points sur la droite de jonction p 
-de deux points donnés t et t appar- 
tiennent au cercle (r , p). 

Supposons que x! — Xr soit un 
•de ces points, et que t soit sa 
valeur absolue. Pour qu'il appar- 
tienne à la circonférence il faut et 
il suffit que sa distance au centre r 
soit p ; nous avons donc 

t<tf— Xt) = t cos p 
ou encore, en élevant au carré 

(to*'— X . tôt) 2 = (x'— Xr) 2 . cos 2 p 
ce qui donne : 

X 2 [(ror) 2 -cos 2 p]-2X[rot'.ror-cos 2 p.^r , ] 

H- t(*ot') 2 — COS 2 p] = O (2 1 Oi) 

Cette équation étant quadratique 
en X, il y a toujours deux points de 
la droite (imaginaires ou réels) qui 
appartiennent au cercle. 



Quant aux points de puissance 
de seconde espèce leurs vecteurs sont 

«s 



«t 



4- 



m« 



m, 



+ 



sin p t sin p 2 ' sin p, sin p 8 ' 
sin p 8 sin p t 

ce qui prouve que deux points de 
puissance de seconde (centres de 
similitude interne) et un point de 
puissance de première espèce (idem 
externe) sont également, sur une 
droite. Le vecteur du premier axe de 
similitude interne ainsi obtenu est 

-sin P ,V«,«,+sin Pi y«,^+$in P ,y« 1 «, 

Déterminons lesquelles des droites 
passant par le point d'intersection P 
de deux droites données V et ï appar- 
tiennent, c'est-à-dire sont tangentes 
au cercle (lo,6). 

Supposons que F — XI soit une de 
ces droites et que t soit sa valeur 
absolue. Pour qu'elle soit tangente 
à la circonférence, il faut et il suffit 
qu'elle fasse avec la droite fixe lo 
l'angle ô ; nous avons donc 

kfl'— xi) = t cos e 

ou encore, en élevant au carré 

(U— x . U) 2 - (ï'~ xï)*. cos 2 e 

ce qui donne : 

X*[(U) 2 -cos 2 Ô] -2X[U'.U-cos 2 ô.tT] 

4-[(U) 2 ~cos 2 6] = o (2io 2 ) 

Cette équation est du second degré 
en X. Il y a donc toujours deux droites 
passant par le point (imaginaires ou 
réelles) qui sont tangentes au cercle. 

8 
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135. Tangente. — Si t' est lui- 
même un point de la circonférence : 
r r'= cos p , une racine de l'équation 
(210^ s annule, tandis que l'autre 
satisfait à 



Point de contact. — Si V est 

elle-même une tangente au cercle : 
\J! = cos6, une racine de l'équation 
(2io 2 ) s'annule, tandis que l'autre 
satisfait à 



x[(r r) 2 -cos 2 ?]-2cosp[ror-cosp.rt']=o. > x[(l l) 2 -cos , 6]-2cose[l ï-cose.n'']=o. 



Si la seconde racine s'annule égale- 
ment, les deux points d'intersection 
de la droite p avec la circonférence 
se confondent avec le point t'. La 
droite est alors la tangente au point 
t'. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et 
il suffit que 



Si la seconde racine s'annule éga- 
lement, les deux tangentes du point 
P se confondent avec la droite J\ Le 
point d'intersection P est alors le 
point de contact de la droite I'. Pour 
qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit 
que 



r<>t-cosp.rt' - r(to-cosp.r') (2111) , W — cosô.tt'^ l(lo — cosô.f) (2ii 2 ) 

soit nul, c'est-à-dire que le point r ! soit nul, c'est-à-dire que la droite l 
soit sur la droite, dont ! passe par le point 



Vo — cos p . t' 



(212J 



io — cos . r 



(*'*,) 



est le vecteur. Cette droite est donc qui est, par conséquent, le point de 
la tangente. j contact cherché. 



136. Polaire. — Si \! est un 
point quelconque, on peut se deman- 
der à quelle condition doit satisfaire t 
pour que les deux points d'intersec- 
tion de la droite p soient conjugués 
harmoniques avec r' et r. Les rap- 
ports de division de ces deux points 
étant les racines de l'équation qua- 
dratique en X, il faut et il suffit que 
la somme de ces deux racines s'an- 
nule, c'est-à-dire que le coefficient 
de > disparaisse, ce qui donne 

t[cos8'. t — cos 2 p . r'] = (21 3-t) 

si nous appelons 8' la distance du 
point donné t' au centre. Pour satis- 



Pôle. — Si T est une droite 
quelconque, on peut se demander à 
quelle condition doit satisfaire I 
pour que les deux tangentes menées 
par le point P soient conjuguées 
harmoniques avec l et V. Les rap- 
ports de division de ces droites sont 
les racines de l'équation quadratique 
en X. Il faut et il suffit donc que la 
somme de ces deux racines s'annule 
c'est-à-dire que le coefficient de / 
disparaisse, ce qui donne 

l'cos e'.Io — cos 2 ô . V] = o (21 3 2 ) 

si nous appelons t l'angle de la droite 
donnée V avec la droite fixe. Pour 
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faire à la condition imposée il faudra 
donc que t soit sur une droite, dont 

cos S'. Vo — cos 2 p.r' 

est le vecteur. Cette droite est la 
polaire du point r\ par rapport au 
cercle. Si f est un point de la cir- 
conférence (&' = p) sa polaire, ayant 
comme vecteur x — cosp.r', coïn- 
cidera avec la tangente. 

137. Les polaires de tous les 
points de la droite (r", t'") passent 
par un point fixe, qui est à Tinter- 
section des polaires de t" et de r'". 

En effet, les polaires de ces deux 
derniers points sont 

cos 8" . t o — cos 2 p . r" 
cos S'". Xo — cos 2 p.t'" 

tandis que pour un point quel- 
conque de leur droite de jonction 
qui peut être représenté par 

la polaire est 

(ror". r - cos»p. r") - \k(x#" r . r - cos*p. r'") 

ou 

(cos l". r — cos 2 p.r")— ^cosS"'r - cos^r"') 

Celle-ci passe par l'intersection 
des deux premières, c. q. f. d. 



satisfaire à la condition imposée il 
faudra que l passe par un point, dont 

cose'.Io— cos 2 6.ï' 

est le vecteur. Ce point est le pôle 
de la droite I' par rapport au cercle. 
Si V est une tangente à la circonfé- 
rence (e'= G) son pôle, ayant comme 
vecteur ï — cos 6 . J', coïncidera avec 
le point de contact. 

Les pôles de toutes les droites 
passant par le point (l", f") sont 
sur une droite fixe, qui est la droite 
de jonction des pôles de l" et de I'". 

En effet, les pôles de ces deux 
dernières droites sont 

cose" . lo — cos 2 8.1" 

COSt'". Io— COS*ô.r 



tandis que pour une droite quel- 
conque passant par leur intersection 
qui peut être représentée par 

r— h*'" 

le pôle est 

(W".i - cos»e. i") - iMM"'. i - cos»e. i'") 
ou 

(cose". f - cos'e.l") - jji(cose"'. ï ~ cos'ô.l'") 

et ce point est sur la droite qui relie 
les deux premiers, c. q. f. d. 



138. En vue d'une application ultérieure, déterminons les polaires 
des centres de similitude et les pôles des droites de puissance de deux 
cercles (m^px), (W2,p 2 ) par rapport au premier. 



Si e 1 et e 2 représentent l'unité 
positive ou négative les vecteurs 



Si e x et e 2 représentent l'unité 
positive ou négative les deux droites 
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des deux centres de similitude sont 
(| 129) contenus dans l'unique ex- 
pression : 

«Il l»2 

sin e x pi sin e 2 p 2 

Substituons-la dans Y équation (2 1 3^ 
de la polaire à la place de t* et rem- 
plaçons en même temps r par m x 
et par p t . Nous obtenons *, si 8 12 
est la distance sphérique des deux 
centres, l'équation : 

1 cos S 12 



(: 



sme^ sine 2 p 2 



)'«i< 



(Mit mut \ 
: 1= O 
sine! pi sine 2 p 2 / 

que nous allons transformer : 1 ° en 
prenant ensemble les termes con- 
tenant ntit ; 2 en ajoutant et sous- 
trayant C0Se ff C0 *£»P, . w t et 3° en 

J sin s 2 p» * 

multipliant par 

sin e 2 p 2 



cos e t p 2 



cosShtcosttxPi-^p,) — cos 8 12 ] 
On a 






cos e 1 p 1 cos e 9 p s 



J m x \ 



(2141) 



cos (e 1 p 1 - e 2 p 2 ) — cos 5 12 cos^p! 



= 



de puissance (ou plutôt leurs vec- 
teurs) sont (| 12g) contenus dans 
Tunique expression : 

Mi W? 

■■■'■■ ■ ^mm^~ — — - ■ • 

6 l cos Pi VOS p 2 

Substituons-la dans Y équation (2i3 2 ) 
du pôle à la place de Y et remplaçons 
en même temps Io par m 1 et ô par 
— — p t . Nous obtenons, si 8 lt est la 
distance des deux centres, l'équa- 
tion : 

\e 1 cosp 1 e 2 C0S ?2/ 

e 1 cosp 1 e 2 cosp 2 / 

que nous allons transformer : i° en 
prenant ensemble les termes con- 
tenant ntxl, 2 en ajoutant et sous- 
trayant sine lPl sine g p a . j 3o en 
* e* cos pg * 

multipliant par 



2 



— sin <B e 1 p 1 



( 



H cos P2 



sine 8 p 2 



sin 2 eipi[ei62C°s(pi- P2) "" cos \ t ] 
On a 



r_m i ï 
Lsineu 



Eipi sin e t p 



j 



(2142) 



e^cos^-pg)— cos5 12 



Util 

-t~y— = 



139. Théorème de Ptolémée. — Quatre points ? lf r 2 , t 3 , t 4 de 

coordonnées barycentriques réduites y t , Zi , Vi , Wi par rapport à un tri- 
angle trirectangulaire s sont situés sur une même circonférence sphérique 
b 1 x 1 4-b 2 x 2 -f-b 8 x 3 -i-b 4 x 4 = o; nousavons donc b 1 y 1 -hb 2 y 2 4-b 8 y 8 -i-b 4 = etc., 
ou en éliminant les h x . 



yi 



y* 

Z l Z 2 

Vl v 2 

W, Wo 



Ys 
Zs 

Wo 



I 
I 
I 
I. 



= o aussi bien que 



)'l 


y» 


y 8 


— I 


Zl 


z« 


Zs 


—I 


▼i 


Vî 


v$ 


—I 


"l 


w, 


w s 


— I. 



= o. 



1 On a toujours ex sin p x = sin exp x et cos p x = cos e^ . 
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Multiplions ces deux déterminants. Les coordonnées étant prises par 
rapport à un octant, il est évident que 



yî + yï + y|— «^«ï — » s 

y 1 z 1 +y 2 z 2 +y 3 z3— i -r^— i = 



— 2sin 2 ^ 



de sorte que le produit devient : 



sin 



2£î! 



sin 2 



a» 



sin 2 ^? 



sin 2 ^? 



sin 



sin» 



2 au 

2 

a» 



sin 



B &" 



sin»^ 



sin* 



a» 



2 



sm 



2 aj4 



sin 2 ^ 



o 



= o 



Pour transformer ce déterminant nous allons : i° remplacer sin 2 ?^, 
sin 2 ^?, sin 2 ^- 4 ; sin 2 ?*, sin 2 ^* ; sin 2 ^ 4 para 2 , b 2 , c 2 ; d 2 , f 2 ; g 2 ; 2° mul- 
tiplier les lignes par dfg, bcg, acf, abd ; 3° diviser les colonnes par abc, 
adf, bdg, fcg. On obtient alors un déterminant, qui peut être décomposé 

en facteurs : 

bf cd 



o 
ag 



ag 
o 



bf 
ag 



cd 
bf cd o 
cd bf ag 

= (ag -i- bf + cd) (bf -f- cd — ag) (cd + ag — bf) (ag + bf — cd) = o 

Si en parcourant le cercle, les quatre points donnés se suivent 
dans Tordre V 19 V 2 it 3 ,t v le quatrième facteur seul peut être égal à zéro. 
On trouve donc pour un quadrilatère spkértque inscrit 

sin ^ sin -^ + sin %* sin ^ — sin -^ sin -?? = o 

2 2' 22 22 

Si les côtés sont infiniment petits par rapport au rayon de la sphère, 
c'est-à-dire si le quadrilatère inscrit est plan, les sin — sont proportionnels 
aux a ik . Dans ce cas, on retrouve le théorème bien connu de Ptolémée 

«*i« . a«u -+- a 9 o . a^i — a t a . a 9 i = o . 



i 23 . « 41 



18 • a 24 



Il est évident que pour quatre droites tangentes à une même circon- 
férence B 1 u 1 -h B 2 u 2 -f- B 8 u 3 -+- B 4 u 4 = o on a un théorème analogue, qui 
subsiste encore pour un quadrilatère circonscrit plan. 
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140. Circonférence faisant des angles donnés ôi avec trois 
circonférences données. — Prenons les trois centres donnés comme 
sommets du triangle de référence et l'intersection de ses médianes comme 
point-unité : [Ai = i, vi = sin A { . Pour que le cercle cherché (nt,p) fasse 
avec le cercle donné (fi,pi) l'angle donné 8 i9 il faut et il suffit que dans le 
triangle sphérique formé par leurs centres et un de leurs points d'inter- 
section, l'angle extérieur en ce dernier point soit 8i, ce qui se traduit par 

l'équation : 

t , m = cos pi cos p — sin pi sin p cos Oi . 

Si l'on pose d'une manière générale 

cos pi = - Xi et — sin p t cos 6i - l { (2 1 5) 

on a, pour déterminer le vecteur-unité m du centre et le rayon p du 
cercle cherché, les équations : 

tiltl = X^osp -h ^sinp 3 D x 

t 2 «l = X 2 cosp -+■ 8 2 sino ?-■ D 2 (216) 

t 3 ttt = X3COS0 4- 5 3 sinp D 3 

qui nous donnent immédiatement 

(D 2 t! — DA)* = o (D 3 t 2 — D 2 t 3 )W = o . 

Le vecteur du centre m est donc aussi bien normal au second qu'au 
premier des vecteurs en parenthèses, c'est-à-dire qu'abstraction faite d'une 
constante C, il est égal à leur produit vectoriel 

Cm = sin A t . Dxïj 4- sin A 2 . D 2 l 2 -h sin A 3 . D 3 l 3 (2 17) 

En multipliant par t 19 nous trouvons (216) pour cette constante 

C = sin A x sin h t = A 

Si nous élevons au carré l'équation (217), après y avoir remplacé les 
Di par leurs valeurs (216), nous obtenons : 

A2 = cos 2 pÛ(XX) 4- 2 sin p cos ?Û(X8) 4- sin 2 pQ(85) . (218) 

Cette dernière équation nous fait connaître le rayon ou les rayons 
satisfaisant aux conditions imposées. La substitution d'un p ainsi calculé 
dans l'équation (217) donne le centre correspondant. 

141. Il est facile aussi de trouver Y équation du cercle chercheur 
rapport à un triangle de référence quelconque. En effet si m n , m,i, m 3 i 
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sont les coordonnées réduites des centres donnés, et mi celles du centre 
inconnu, nous avons d'abord pour le cercle cherché (ig3 2 ) 

x 1 o) , (iii 1 ) 4- x 2 o/(m 2 ) 4- x 3 to/(m 3 ) = 2 x 4 cosp 

tandis que les trois conditions (216) peuvent s'écrire : 

m 11 b> , (m 1 ) 4- m 12 <i/(m 2 ) 4- m^w^nig) = 2 (X^osp 4- \ sin p) etc., 

de sorte qu'en éliminant (1/(1^), etc., nous obtenons comme équation 
du cercle cherché 



m 



11 



m 



12 



m 



13 



m 



21 



m.; 



22 



m 



23 



m 



31 



m 



32 



m 



33 



v 3 



cosp 



m 



11 



x 2 

m 



m 



21 



m 



12 



22 



m 



13 



O 



O1 



m 



23 



m 



31 



m 



32 



m 



33 



sinp = o. (219) 



Partant de ce résultat général, il est facile de trouver la circonférence 
qui coupe orthogonalement trois cercles donnés. En effet, il suffit pour 
cela de poser cos 6 t = cos ô 2 = cos 6 3 = o ou encore 8 5 = o. Dans le premier 
membre de son équation il ne reste donc que le premier des déterminants 
de (219). Son centre, qui d'après (217) est 

cos p! \ t^tttg 4- cos p 2 \ w 3 iti 1 4- cos p s \ nt 1 m 2 
coïncide avec le centre radical (209!) des trois cercles donnés. 

142. Quant au cercle coupant trois circonférences données sous un 
même angle a, on trouve pour le vecteur de son centre (217) 

cos p[cos ?! Yît^tttg-h cos p 2 Y«i 3 in 1 4- cos p 8 Yttitti] 
— sin p cos a[sin h YlMfc 4- sin p 2 Yttt 3 W 1 4- sin P3YW1W2] 

Comme le second terme est, dans ce cas, le vecteur de Taxe de simi- 
litude externe (2093), il en résulte, que pour tous les cercles coupant trois 
cercles donnés sous un même angle a, quel que soit cet angle a, les 
centres sont situés sur une droite qui, passant par le centre radical (209^ 
est normal à l'axe de similitude externe. 

Pour un cercle coupant les deux premières circonférences sous un 
angle a, la troisième sous un angle tz — a, le centre est aussi, quel que 
soit a, sur une droite passant par le centre radical et normal au troisième 
axe de similitude interne. 
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143. Passons maintenant au problème qui consiste à trouver les 
cercles tangents à trois circonférences données. Dans ce cas les angles fy 
deviennent ou bien % ou o, et cela selon que le contact est extérieur ou 
intérieur. La solution est donc tout entière contenue dans les paragraphes 
précédents. Il suffira de faire remarquer, par exemple, que les deux cercles 
qui ont un contact intérieur (extérieur) avec les deux premières circon- 
férences et un contact extérieur (intérieur) avec la dernière ont leurs 
centres sur une droite sphérique passant par le centre radical et normal 
au troisième axe de similitude interne. Chaque axe de similitude est 
ainsi lié à deux solutions du problème : le nombre total des solutions 
est huit. 

144. Pour arriver à une construction des cercles tangents, nous 
procédons de la manière suivante. Le centre m t du premier cercle est à 
une distance p-i-p! du centre de la circonférence tangente, lorsque le 
contact est extérieur, mais à une distance | p — p x | lorsque le contact 
est intérieur. Nous traitons les deux cas simultanément en posant pour 
la distance p -i- e^ , E k étant l'unité positive ou négative. En faisant cela 
nous avons : 

mmj = COS (p -+- eipi) muta = COS (p -+- e 2 p 2 ) mttt 3 = COS (p -h e 3 p 3 ) . 

Après avoir divisé ces équations par cosp^ cosp 2 , cosp 3 nous sous- 
trayons de la première successivement la seconde et la troisième, ce qui 
nous donne : 



\cos ?1 . cosp 2 / Y 



_ c;« „ sin(£ 2 p g — 6 lPl ) ^ 

COSp 1 COSp 2 

(220) 

J-Bk *M = sin p gL"(«sPs— «1P1) . 

\COS p x COS p 3 / r COS p x COS p 8 



Au lieu du centre inconnu m nous allons introduire le point de 
contact t avec la première circonférence, qui ayant avec m et m x un rapport 
de division — sin p : sin e^ peut s'écrire xt = sin e^ . m -H sin p . m L . 

La substitution dans les équations (220) nous donne : 

«h* M»* ~în n C0S ( £ 1P1~ 6 2P2) — COS S 12 

= sin p 

COSpi COSû 2 r TCOSp 2 

Ml* Ma* „;_ . CQS(e 1 p 1 -e 3 p 3 ) — C0S5 13 

— _ -— gif] Q 

COS p x COS p 3 ' T COS p 3 
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où B 12 et 5 18 sont les distances sphériques du premier centre au second 
et au troisième. En éliminant sino : t nous en tirons : 



le. En éliminant sino : t nous en tirons : 
cos p, rJîiL _ *£L] cos ps f_5.iL _ JbL] 

" ' Lcos pi cos p,J " 3 |_cos p t COS pgj 

costap,-^)— cos& 12 "~~ cos(e 1 p 1 ~e 8 p 8 )— cos8 18 



(221) 



Cette droite, sur laquelle est situé le point de contact, passe d'abord 
par l'intersection des droites de puissance (| i33) du premier et du second, 
du premier et du troisième cercle, c'est-à-dire par le centre radical des 
trois cercles donnés. Elle passe en outre (214,) par l'intersection des 
polaires des centres de similitude : 



mi 



m* 



Uti 



"•3 



s\nt^ t sine 2 p 2 



sin E^! sin e 8 p s 



c'est-à-dire par le pôle de l'axe de similitude correspondant. La droite 
(221), qui contient le point de contact avec le (premier) cercle passe donc 
aussi bien par le centre radical que par le pôle de l'axe de similitude 
(correspondant aux valeurs de e lf e 2 , e 8 ) par rapport au premier cercle. 

Nous devons donc : i° construire le centre radical et les quatre axes 
de similitude ; 2 déterminer les pôles de ces axes par rapport aux trois 
cercles ; 3° joindre par trois droites sphériques le centre radical aux pôles 
d'un de ces axes. Les six points d'intersection ainsi obtenus déterminent 
deux des huit solutions du problème. 

La propriété sur laquelle repose la construction précédente est au fond 
celle-ci : le centre radical, le point de contact avec un des cercles et le 
pôle d'un des axes de similitude par rapport à ce cercle sont sur une 
droite. Il s'ensuit (§ 137) que la polaire du centre radical, la tangente de 
contact et Taxe de similitude en question passent par un point. Cela nous 
donne un second moyen pour construire les cercles tangents. 



1 44 bis . Théorème de Lexell. — 

Le sommet d'un triangle sphérique 
PiPgPg, dont la base P t P 2 et la 
surface sont constantes, décrit un 
cercle x passant par — P t , — P 2 et P 8 . 



Théorème de Sorlin. — La base 
d'un trilatère p 1 p 2 p 8 , dont l'angle 
au sommet pjp 2 et le périmètre sont 
constants, enveloppe un cercle 2 tan- 
gent — p t , — pg et p 8 . 



1 Les points — P, et — P a sont diamétralement opposés à P t et P,. 
9 Le cercle est tangent à — p lf — p t et p 8 ou ce qui revient au même à p lf p 2 , — p a » 
Cest donc le cercle inscrit du troisième triangle adjacent. 
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Pour démontrer le premier de ces deux théorèmes, supposons que 
par rapport à \ octant V i ,V 2 >Vi les sommets du triangle isocèle, ayant la 
base et la surface données, soient déterminés par les vecteurs * 

P 2 ~ cos © . ti 4- sin © . f 2 =^ Ct x 4- st 2 
P 8 - cos Oti + sin ô . r 3 ---- c't t -h s't 3 
Pi ^ cos yti — sin 9 . t 2 = Ctx — sf 2 

Pour que le triangle sphérique PgPjPg, dont les côtés sont ai,ai, a s 
ait la même surface que P 8 PiP 2 , dont les côtés sont a ly a s ,a s , il faut et il 
suffit (| 78), si Xi sont les coordonnées de Pg, qu'on ait 

(x t t! 4- x 2 r 2 4- x 8 t3)V(cr 1 — sr 2 ) (cx 1 4- sr 2 ) = (c^ 4- s^Y (et!— sr 2 ) (cx t 4- sr 2 ) 

X 4 . 4COS ^ cos ^ cos 5* 4 cos %■ cos ^ cos % 

4T222 '222 

ou bien en développant et en élevant au carré 

4 x 3 cos 2 -g 1 cos 2 -£ = xjsin 2 ô .(1 -|-cosaî)(i 4-cosa 2 ) (I) 

Or, nous avons d'une part 

2 cos -£ cos y = 2 cos 2 ^ = 1 + cosajL = 1 -h cos © cos 6 ; 
d'autre part, en formant des produits scalaires : 

(x 1 r 1 4-x 2 r 2 +x 3 t 3 )(ct 1 +sr 2 ) ; - cx^sXj, = x 4 cosa; ; i+cosa; =- (x 4 + cx ± + sx 2 ) : x 4 
(x 1 t 1 +x 2 t2+x s v 3 )(cv 1 -st 2 )=- cx 1 -sx 2 == x 4 cosa 2 ; i-f cosa 2 = (x 4 -f cx^sx*) : x 4 

L'équation (I) prend donc, si l'on remplace encore x 2 par x\ — x\ — xj, 
«n extrayant la racine carrée la forme : 

x 3 (cos © + cos 6) = sin 6 (x x 4- x 4 cos ©) . 

D'après ce qui a été vu au paragraphe 121, cette équation représente 
un cercle sphérique, passant par les points — P v — P 2 et P 3 , car les x t de 
ces points sont donnés par le petit tableau 





*1 


x 2 


*8 


*4 


Pl 


— cos© 


sin © 
• 





1 


p» 


— cos© 


— sin © 





1 


p 8 


cos 8 





sin 6 


1 



1 Le sommet P 8 est sur le côté (r^) de l'octant, à une distance 6 de t v Les extré- 
mités de la base P t et P 2 sont à gauche et à droite de r x à des distances égales 9. 






CHAPITRE X 



Le cercle plan. 

145. En partant du cercle sphérique il est facile de trouver l'équation 
en coordonnées projectives du cercle plan. 

Pour simplifier nous nous servirons : i° de coordonnées barycen- 
triques (txi = i,Vi = sinAi) en nous rappelant qu'on passe à un autre 
système, pour lequel les constantes sont pi'et vi' = sin A L : ji* en remplaçant 
les ^ et les Ui d'un point et d'une droite par [l{x{ et Ui' : \l[; 2° nous intro- 
duirons une seule lettre pour une expression homogène et du second degré 
par rapport aux sin — , que nous rencontrerons souvent, à savoir 

x 2 x 3 sin 2 ^ + x 3 x 1 sin 2 ^H-x 1 x ï sin 2 ^ 

z ; ; r^ ~- 0L X . (222) 

(Xj + X 2 ~f X 3 )* V ' 

146. Prenons l'équation du cercle sphérique, dont mi est le centre 
«et p le rayon, telle qu'elle a été trouvée au paragraphe 120 : 

w(mx) — m 4 x 4 cosp = o. 

En introduisant dans le premier terme, dont nous connaissons la 
signification par le paragraphe 40, au lieu des cos a { des sin 2 — , nous 
obtenons : 

w(mx) - (m 1 4-m2-hm 3 )(x 1 4-x 8 -|-X3) — 2(m 1 x 2 -|- m^sin 2 ^ — 

Quant au second terme, il est facile de lui donner la forme l : 

1 1 

in 4 x 4 cosp -- (m 1 -hm 2 4-m 3 )(x 1 -hx 2 4-x 3 )(i— 4a m ) 3r (i— 4a x )'(i — 2sin 2 ^-) 

-; (m 1 4-m 2 4-m 3 )(x 1 +x 2 +x 3 )(i — 2a a - 2a x — 2sin 2 £ — ) 

Nous obtenons donc, si les m t sont les coordonnées réduites du 
centre, c'est-à-dire si m, + m 2 + m 3 = 1 , (223) 

1 Les valeurs a m , a*, sin* -£- , inférieures à l'unité sont des fonctions homogènes 

fi A* 

du second degré par rapport à sin — et aux sin — . La suite du développement ne 
.contient que des puissances supérieures de ces sinus. 



■V ' 
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en soustrayant et en multipliant par deux : 

2 2 2 

tt*- ▼ v '^ _ X 2 X S a J + x a*l*2 + x l X 2 a 3 , 

t(XlX » Xs) * Xl + x 2 + x 8 + («4> 

ce qui est l'équation du cercle plan pour lequel les mi sont les coordonnées 
réduites du centre et p le rayon. 

147. Cercle circonscrit. — Si le cercle (224) doit passer par les 
trois sommets du triangle (1,0, 0), (o, 1,0), (o, o, 1), les mi et le p doivent 
satisfaire à trois conditions, qui sont telles que toute la dernière ligne 
disparaît ; l'équation du cercle circonscrit est donc simplement (§ 124) : 

ko s x 2 x s a î -+■ *3 x i a 2 + x iX 2 aI = o (225) 

Ces trois conditions ensemble avec l'équation (225) permettent de 
calculer les coordonnées du centre et le rayon ; on trouve sans peine : 

mi .*. sin 2 Ai et p = ai : 2sinA$ 

148. Dans l'équation générale (224) la seconde ligne est linéaire par 
rapport aux x â ; si nous la désignons par 1, nous voyons 1 immédiatement 
que l'équation d'une circonférence quelconque peut s'écrire 

k == k — 1 . loo = o , (226) 

ce qui nous permet de conclure que tous les cercles passent par les points 
communs au cercle circonscrit et à la droite de l'infini. Ces deux points 
imaginaires sont les points cycliques. Pour en trouver l'équation revenons 
aux coordonnées projectives, en remplaçant dans l'équation du cercle 
circonscrit aussi bien que dans celle de la droite de l'infini x f par ^x, : 

ko ~ i^M^a? -h to^tVi 8 » + Pi^i^a* = o 

loo ~ fl. 1 X l 4- fl2X 2 -|- JXgXg = o 

Ces équations donnent pour les coordonnées des deux points d'inter- 
section cherchés 

f*i x i : 1*2X2 : figXg = S^q ± S 2 i) : S^q + S^) : S 3 
ou encore 

x x : x 2 : x 3 = Vl (C, ± S 2 i) : v,^ =F S x i) : v 3 



1 Si (Ai = 1 l'équation de la droite de Pinfini est d'après ( 1 1 1 ) 1» ^ x t + x, + x 3 = o.- 
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•de sorte que leurs équations sont : 



v i(C 8 4- S 2 i)u 1 4- v f (Q — SjOUg 4- v 8 u 3 = o 
v i(Q — Sjji)^ 4- v 2 (C! 4- SiOu, 4- v 3 u 3 = o . 



ou réunies en une seule équation 



(227) 



(228) 



2.,2 



2„2 



Q(UU) = V^-f vJU 2 4-vJU3 4- 27^03. ^1^+27^0!. u t u 8 4-2v 3 v 1 C 2 .U3U 1 =o. 

149. On peut encore obtenir l'équation d'un cercle plan en coor- 
données projectives ponctuelles en partant de la relation (i02j) qui existe 
entre les coordonnées de deux points et leur distance. Cette relation qui 
peut s'écrire : 



M 2 . {^m x 4- p 2 m 2 4- ^m 8 ) (ii^ 4- ^x 2 4- p 8 x 3 ) • P 2 

= (lh!*«l*8) ,Û ( m t X 8 — m 3 X 2 » m 8 X l — m l X 8 » m l X 2 — m 2 X l) 

ou encore sous forme de déterminant : 

M^m^ f*2m 2 + ( x 3 m 8 )2( î A 1 x 1 4- u 2 x 2 4- ^x 9 )y = 



(229) 



= G*if4i*s) s 



Q n Û 



12 



Û 



13 



22 



M1Q UoO M. 



B 23 



m. 



m 2 x^ 



'13 



23 



rtii 



m, 



Q33 
m 8 

X 3 



m 
o 
o 



3 A 3 
O 

O 



(230) 



fournit immédiatement l'équation de la circonférence plane, dont m t est 
le centre et p le rayon. 

150. De même la formule (106) pour la distance d'un point à une 
droite donne l'équation d'une circonférence en coordonnées tangentielles, 
lorsqu'on y introduit les coordonnées du centre mi au lieu de Xi et le 
rayon p au lieu de. 8. On obtient de cette manière : 

2 MS(miU 1 +m,u s + m 3 u 3 ) = (^m^^m^ ^m,,) • P • Vû(ûû) = 0. (23 1) 

151. Nous reprenons l'équation générale (224) dans laquelle, pour 
simplifier, nous posons 



m^m^! 4- m 8 m 1 a 2 4- m 1 m 2 a 3 4- p - - e 



(232) 
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de sorte qu'elle prend la forme : 
( e — m 2 ag — m 3 al)x 1 -h (e — w 3 a\ — m 1 ag)x 2 4- ( e — m^l — m 2 ai )x 3 4- 

1 X 2 X 3 a i ~l" X»*!^ ~\~ X i X 2 8 3 q (233^ 

Xj -f- x 2 -j- x 3 

Nous en concluons que toute équation 

b i x i ■+- b 2 x 2 4- b 3 x s H X| + x f +x, * ( 4 ' 

représente un cercle, pour lequel il est facile de déterminer les coordonnées 
réduites du centre et le rayon. En effet, la comparaison de (233) et (234) 
fournit trois équations linéaires en e, m l9 m 2 , m 3 qui, avec l'équation (223), 
déterminent les valeurs de ces quatre inconnus. Celles-ci substituées 
en (232) font à leur tour connaître le rayon p. On peut cependant arriver 
à une expression plus simple pour le rayon en cherchant d'abord la 
puissance d'un point par rapport au cercle. 

152. Puissance d'un point par rapport à un cercle plan. — 

On a trouvé (2o3 t ) pour la puissance d'un point par rapport à un cercle 
sphérique : 



OiO QvQ cosp — cosô , 1 /fr , x, 1 ^ , 

ce qui, évidemment, peut encore s'écrire, si Zj sont les coordonnées du point 

to QÏQ tg QTQ _ m 4 z 4 cosp-co(mz) 1 1 

tg-^-tg- 2 -- m4Z4COS? + 0)(mz) --tg T (8 4-p)tg T (6-- P ). 

En passant à la limite, le dénominateur devient 2(m A 4- m 2 4-m 3 > 
(z^z^Zg) ou 2 (z x 4- Z24- Zg) si les mi sont les coordonnées réduites du 
centre. La limite du numérateur a été trouvée au § 146, elle est — 4- fCz^Zs), 
tandis que celles des autres termes sont — Q x Q . Q 2 Q et — (8 2 — p 2 ). C'est 
ainsi que nous obtenons pour la puissance du point z K par rapport à la 
circonférence 

f( Wg ) =» b lXl + b 2 x 2 + b 8 x 8 + **^*^,* WÎ = o . (*35) 

l'expression 

= -ffaz^z,) = 8 2 
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Si Ton fait coïncider z à avec le centre m, , la distance 8 du point au 
centre s'annule et on obtient 



p 2 = f(m 1 m 2 m 3 ) 



(23 7 ) 



si les mi sont comme toujours les coordonnées réduites du centre. On 
trouve plus directement cette relation importante en substituant dans 
l'équation 224 au lieu des" Xi les coordonnées réduites mi. 

153. Application. Le centre du cercle inscrit (a v a 2 , a 3 ) a, par rapport 
au cercle circonscrit 

f / v v v ^\ X 2 X 3 a i "+" X 3 X l a 2 + X l X 2 a 3 

I ^X 1 X 2 X 3 ) *=. ; ;— == O 



X l + x 2 4- x 



3 



dont p c est le rayon, une puissance exprimée par la formule 



8 2 — 0? = — 



222 
a 2 a s a i 4- a 3 aia 2 4- aia 2 a 3 

( a i 4- a 2 -h a 8 ) 2 



a*a 2 a 3 2 o 
4S ~s~ 



= — - 2 p Pi 



dans laquelle est la distance des deux centres, S la surface du triangle 
et pi le rayon du cercle inscrit. Il s'ensuit 

S 2 = p c (pc— 2 pi) 

De même on trouve si 8 A est la distance du centre ( — a^a^ag) du 
premier cercle exinscrit (rayon pî) au centre du cercle circonscrit 

5 1 = Pc(pc + 2 pj) 

154. On trouve le cercle plan passant par les points y i9 z i5 ti en 
éliminant b^bg entre l'équation 

222 
x 2 x 3 a 1 4- x s x 1 a 2 4- x 1 x 2 a 8 

b i x i + b 2 x 2 + b 3 x 3 4- _ . _ . _ = o 



x 1 4- x, 4- x 



s 



et les trois autres qu'on obtient en y substituant y { , Zi, u au lieu des x^ 
L'équation cherchée est donc, si Ton introduit a, (222) : 



L 2 



X< 



yi Ï2 y* 



z.. 



ti t, 



a x 

«y 
a, 

«t 



= O 



( 2 38> 



— 128 — 



De même on trouve pour la circonférence tangente à trois droites 
données Vi, w», r f en partant de l'équation 23 1 : 

u 2 u 3 Vû(uu| 

V 2 V 3 VQ(vv) 



u 



W l W 2 W 8 Vû(WW) 

ï"i r 2 r 3 VûjfF) 



= o . 



(23 9 ) 



155. Demandons-nous à quelles conditions les coefficients b ik de 
b n x* -h b 22 x| -+• b S3 x^ -h 2 b 12 x x x 2 -h 2 b^x^ 4- 2 b^x^ = o 

doivent satisfaire pour que cette équation qui est du second degré par rap- 
port aux coordonnées barycentriques Xi représente un cercle plan. Pour 
cela il faut et il suffit qu'on puisse donner à cette équation la forme (234) 

k ^ iK v i k ^ ik ^^l "+" X 3 X 1 Ô 2 "+" X l X 2 fl 3 _ 

t>i x i + b 2 X2 4- b 8 x 3 4- b 4 . = o . 

Aj -p *2 • S 

c'est-à-dire, qu'on puisse trouver des valeurs pour les quatre coefficients 
t>i> b 2 , bs> b 4 satisfaisant aux six relations 

Wi = = bi * k 22 = b 2 , b 33 = b 3 

2 b 12 = b 4 a 3 + b x -+■ b^ , 2 b 23 = b 4 a* -+■ b 2 H- b s , 2 b 18 = b 4 a| 4- b 3 + b x 
ce qui, évidemment, ne peut se faire que lorsque 

b n 4- b 22 — 2 b 12 b^-h b 33 — 2 b 23 b 33 4- b u — 2 b 13 



a 



8 



aï 



a| 



(240) 



Ce sont donc là les deux conditions qui doivent être remplies pour 
que la courbe plane 2bikXiX k = o représente un cercle, si les x t sont 
des coordonnées barycentriques. 

156. Avant d'aller plus loin, étendons à la sphère certains théorèmes 
de Carnot et de Céva, dont nous nous servirons quelquefois dans les 
recherches ultérieures. 



Théorème de Carnot. — Pour 
que les trois couples de points : 

Pi « 1*2*2*2+ !*S«8*8 P 2 - 1^^+ ftP^ 
Pi - \h*ih+ ^3*3*3 ' Pi s 1^8*3+ PlPl*l ' 

PS = î^lTlfl + 1^2*2 

Pi = IhYA + 1^2*2 



Théorème de Chasles. — Pour 
que les trois couples de droites 

Pi " V 2 «2Ï2 + Ws P2 = v sMs + v lPlll 

Ps = MA + v ïT»ït 
Pi s MA + v ïY iIj 
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situés sur les côtés d'un triangle 
sphérique soient sur une courbe du 
second ordre, il faut et il suffit, 
que le produit des six rapports de 
•division 

(A.À.P,) (A 2 A 8 P;) . (À, AA) (A.A.Pi) . 

(A 1 A i P t ) (A.A.Pi) 
c'est-à-dire 

*3«8 , P1P1 , Y2Ï» 
«2*2 PsPs YsYs 

soU égal à l'unité. 

En effet, pour que le premier 
-couple de points, dont les coor- 
données sont (o, «a, otg) et (o, o^, o£) 
soient sur une courbe, dont l'équa- 
tion par rapport au triangle en 
question est 2bikXiX k = o, il faut 
-qu'on ait : 

b 22«2 + 2 bjgOtjOg -h bggOtg = O 
2 2 

b w «i •+• 2b 28 aiai-h bart = o . 

-d'où l'on tire en agissant de même 
pour les deux autres couples de 
points : 



«2*2 P3?i YsYé* 

soit égal à l'unité. 



passant par les sommets d'un tri- 
latère sphérique, soient tangentes à 
une courbe de seconde classe, il faut 
et il suffît que le produit des six 
rapports de division 

(MtPi)(«APi')- (V4ft)(MiPi)- 
(a^Ps) (ai%ps) 
c'est-à-dire 

«3*8 Pi Pi Ï2Y2 



(241) 



En effet, pour que le premier 
couple de droites, dont les coor- 
données sont (0,02,03) et (o,o£,o£) 
appartiennent à une courbe, dont 
l'équation par rapport au trilatère 
en question est 2BikUiU k = o, il 
faut qu'on ait 

B 22*2 + 2 828*2*8 "+■ B88*8 = o 

B^oJ* + 2 Buaft 4- Bn*i* = o . 

d'où l'on tire en agissant de même 
pour les deux autres couples de 
droites : 



b 2S : 2 b 23 : bgg 7 : — I — ; h A : — - = B22 •' 2 B23 * B$$ 

«2*2 V ^ a 3 flt 2/ "S ^ 



b 3S : 2 b fl1 : bi 



'81 • "11 



b,i : 2bi« : h 



11 



là • u 22 



«2*2 
1 

PsPi 

_i_ 
YiYÎ 



(— 4- —\ • — =» Boa : 2 Bai : B u (242) 
IpsPi hti) PiPi 



\Y1Y2 Y2Y1/ Y2Y2 



— Bu • 2 B10 l 



>11 



12 



Il faut donc que les o, (*, y satisfassent aux équations 

^22 . ^38 # ^n =ss ojo^ ^ gip£ Y>Y2 __ B22 . I33 

bss bll &22 «2*2 PsPs YsYs B 33 B ll 



Bu 
B 22 



«c'est-à-dire que le produit du milieu soit égal à l'unité. 
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Cette condition est suffisante, car lorsqu'elle est satisfaite il est facile 
de trouver les coefficients des courbes 2bikXiX k = o ou 2BikU,u k = o 
passant par les six points ou tangentes aux six droites. En effet, les 
valeurs 

b 22 = g 8 tt 3 b 83 __ PlPl 

b 8S «2*2 b ll fePé* 

tirées des deux premières proportions (242) donnent 

b 22 _ *s*s-Mi 

b ll «2«i- P3p3 

ce qui, à cause de l'égalité donnée, est bien la même valeur que 
celle fournie par la troisième proportion (242). Nous avons donc des 
nombres proportionnels à b 22 , b^, b n ; en les substituant dans les équa- 
tions (242) on trouve immédiatement les valeurs qu'il faut donner à 
2 b 23 , 2 b 31 et 2 b 12 . 



157. Application. Les droites 
passant par deux points donnés 

P = n^ 4- ftjOgfj 4- w 3 t s 

et les sommets du triangle sphé- 
rique (ou plan) t 1 t 2 t 8 déterminent 
sur les côtés opposés six points : 

^«2*2+ Usotsta fi3a 3 r 3 + W& 
te^-h ^«s^s ^«8*3+ f^ait! 

f*l«l*l + 1*2*2*2 

K-i«iti 4- ^afo 

qui sont situés sur une courbe sphé- 
rique (ou plane) du second ordre 
parce que le produit des six rapports 
de division est égal à l'unité : 

l*S a 3 ^«3 Hl«l 1*1*1 1*202 f*2*2 

————— * I » — — — » Il * — — — • ■ 

1*2*2 1*2*2 1*3*3 1*3*3 1*1*1 1*1*1 

X(-0 6 = 1. 



Les points d'intersection de deux 
droites données 

P = v l«lïl + V 2«2Ï2 '+ VgOg^ 

(243) 
P' - *!*& + v,«A 4- v^'i, 

avec les côtés du triangle sphérique 
(ou plan) txtatg déterminent avec les 
sommets opposés six droites 

vjojsï, 4- vgOgls, vjag^ 4- v^Ï! 

V 2«2Ï* + ^«3^8 ^«8% + v l*lll 

v l«lll + V 2«2Ï* 

v i*iïi + v 2«iÏ2 

qui sont tangentes à une courbe 
sphérique (ou plane) de seconde 
classe parce que le produit des six 
rapports de division est égal à l'unité : 

v 3*3 v 3*8 v l*l V l*î V 2*2 v 2*2 
v 2«2 v î«2 V» v 8*8 v l«l V l«î 
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Quant aux équations de ces courbes, nous avons immédiatement à 
cause des proportions (242) : 

(244) 

«1*1 «î«2 «8«8 W ^ «î*l/ \«ï«8 «8*»/ W^l «1*8/ 

(245) 

«1*1 «2*2 «3«3 \«1«2 «2*1/ \«2«8 «3*2/ \«8«1 «1*3/ 



En quels points la courbe (244) rencontre-t-elle la première trans- 
versale 

Xg Xo 

«2 «S 

du point «i ? Posons * 2 = ««» x 3 = a 8 dans l'équation (244), nous 
trouvons une équation quadratique en x v Une des racines est zéro et 
l'autre a x 4- «1(^7 4- ^4-^; c'est-à-dire qu'il y a sur la première trans- 

versale du point a t en dehors du point (o, 0^, a 3 ), que nous connaissons 
déjà, encore le point 

l*l[*l + «l(^ + ^ + ^)J*1 + 1*2*2*2 + Hs*8*3 

En somme, la courbe (244) passe par les douce points suivants : 



1*2*2*2 + 1*3*8*8 > 1*1*1*1 + 1*2*2*2 + 1*3*8*3 + {h«i2~*l 

t 

1*2*2*2 + 1*8*8*3 f 1*1*1*1 + 1*2*2*2 + l*S«i*8 + l*l*l2~ *1 
1*3*3*3 + 1^*1*1 » 1*1*1*1 + ^«a^ + tXgOtgts 4" l*2«2'2Îf *2 
1*3*3*8 + lh«i*l > 1*1*1*1 + 1*2*2*2 + 1*8*3*8 + t*2«22~ *2 

1*1*1*1 + 1*2*2*2 f 1*1*1*1 + 1*2*2*2 4- KsOgta 4~ ^«J^ t 8 

^■ai 

l*i*i*i + ^«2*2 , fH*i*i + 1*2*2*2 4- i^aita 4- Wh^- * 8 



(246) 



157 bis . Cercle de Feuerbach. — Si les x, sont des coordonnées 
barycentriques planes, l'équation (244) représentera un cercle si les con- 
ditions (240) sont remplies. Ces conditions deviennent dans ce cas : 

(247) 

aaVtt! O^/Vai « 2 / a i\*2 *3/\*2 «3/ a « \«8 *l/ V*3 «1/ 
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On peut y satisfaire en prenant a t == tgA t et ai = i . La valeur 
commune de ces trois fractions devient alors — M 2 : stn A x sinA^ sinA 3 . 
On voit donc, qu'en menant des transversales angulaires par Yortho- 
centre et le barycentre, on obtient sur les côtés opposés six points qui 
sont situés sur une circonférence, dont l'équation est : 

S 2 S 8 C k . x? + S^C, . n\ + S^C, . xl + Sjx^j + Sfx^ + Sjx^ = o . (248) 

Prenons encore (246) l'intersection de cette circonférence avec la 
première transversale angulaire de l'orthocentre th : 

(tgÀ^ + tgA 2 t, + tgVs) -+• (igAi + tgA 2 -h tgAj)^ 

Le tenseur de la première partie est égal (§ 58) au coefficient de r t de 
sorte que ce point d'intersection est 

rh + t! 

c'est-à-dire le milieu de la droite qui relie l'orthocentre au sommet t^ 
Le cercle (248) passe donc : i° par les points de rencontre des hauteurs 
avec les côtés du triangle; 2 par les milieux de ces côtés; 3° par les 
milieux des droites qui relient l'orthocentre aux sommets. (Cercle des 
neuf points ou cercle de Feuerbach). Le rayon de ce cercle est la moitié de 
celui du cercle circonscrit, et si Ton écrit son équation sous la forme 
normale (234) la substitution de a 1 ,a 2 ,a 3 au lieu de x l5 x 2 , x 3 fera 
d'après (236) connaître la distance au carré du centre du cercle inscrit 
au centre du cercle de Feuerbach. On trouvera que cette distance est la 
différence des deux rayons. De même on trouve en y substituant les 
coordonnées — a x , a^, a 8 du centre du premier cercle exinscrit que la 
distance des centres est la somme des deux rayons, etc. La circon- 
férence de Feuerbach est donc tangente au cercle inscrit et aux cercles 
exinscrits. 



158. Lorsque les deux points P 
et P' se confondent, la courbe sphé- 
rique (ou plane) (244) sera tangente 
aux trois côtés du triangle. Les 
points P l5 P 2 , P 3 en sont les points 
de contact. 

L'équation de cette courbe tan- 
gente aux côtés devient alors (244) 



Lorsque les deux droites p et p' se 
con fondent, la courbe (245) — chaque 
sommet étant le point commun de 
deux tangentes coïncidantes — pas- 
sera par les trois sommets. Les droites 

Pi» P2> P3 y sont ' es tangentes. 

L'équation de cette courbe pas- 
sant par les sommets est, d'après (245) 
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158 bis . Si les y, sont des coordonnées barycentriques planes l'équa- 
tion (249!) sera un cercle, les conditions (240) étant remplies. Dans ce 
cas, elles deviennent : 



\«i «»/ \a g + a 8 / __ \«s «1/ 



2 



4 



4 



et nous ne pouvons y satisfaire qu'en prenant 



1 1 __ 

Z r — — esa 3 
oci ou 



+ — = «i a i 



■Î- + -!- 

a s 04 



€ 2 a 2 



où eu e 2 , c 8 représentent l'unité positive ou négative. Nous en tirons 
pour les coordonnées «i : 



a, = 



— e^i + e 2 a 2 -f- 6333 



9 «2 == 



6 l a l "" 6 2 a 2 + 6 3 a 3 



y H 



e l«*l ' 6 2^ "~ e 3 a S 



de sorte que pour les quatre cas possibles e t = e 2 = e 3 ; — t x = e 2 = e 3 ; 
e x = — s 2 = £ 8 ; e x = e 2 = — e 3 nous obtenons les points : 



l 8 



r — * ! 1 y 2 1 r a 
s— a x s— a a s— a 8 



r - — — 4- * 2 4- * 9 
1 s s — a 8 s— a 2 



r - JL 



s s— a, 



3 s— a a s— ai 



s. 



qui forment le groupe de Gergonne. Les transversales angulaires de r 
déterminent sur les côtés les points de contact du cercle inscrit; celles 
de r t les points de contact du premier cercle exinscrit, etc. 
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On voit facilement que les droites A^, Pi i V 29 A 8 r 3 ou A^u, Aj^, 
A 8 rg3 passent par un même point, en effet 

r n ** 7ZT + ïâ" ou ( s - a 2 )t2+(s-a 8 )r s 



3 



s-ag 



r 22 est ^ + jj^f ou (s-a 1 )r 1 -h(s-a 3 )r 8 etc. 

Les trois droites en question passent donc par un point : 

J = (s-a^-t- (s-a,)¥ 2 + (s-a s )r 8 
(Point de Nagel). Il en est de même des droites 

Ai^o 9 A 2 r 8 , A 8 r 2 ; a 2 f , A 8 I\ , A^s ; A 8 r , A 1 r 2 , A^Ti 

Les trois points ainsi obtenus sont associés au point de Nagel. 
A cause de l'identité 

(s-a^ + (s-a,)r,4- (s-a 8 )r 8 - s(¥!+¥ 2 +¥ 8 ) — (a^+a^H-a^) 

nous avons en appelant ¥j,¥*,¥i les vecteurs-unités correspondants au 
point de Nagel, au barycentre et au centre du cercle inscrit : 

¥j «b 3 ¥ ff — 2 ti 

de sorte que le point de Nagel est sur la droite passant par le centre du 
cercle inscrit I et le barycentre G, et que 

a 



(GIJ) = 



159. Si A et B sont deux points 
fixes et Y un point quelconque de la 
surface sphérique, les droites (A,Y) 
et (B,Y) rencontrent une courbe 
de second ordre en quatre points 
Y lf Y 2 ; Y 8 , Y 4 . Le quotient 



(AYY,)(AYY 2 ) ^ X^ 
(BYY.) (BY YJ [HK, 

est indépendant du point Y. 



(0 



Si a et b sont deux droites fixes 
et v une droite quelconque de la 
surface sphérique, on peut mener 
par les points (a,v) et (b,v) quatre 
tangentes v i9 v 2 ; v 8 , v 4 à une courbe 
de seconde classe. Le quotient 

(av^) (avv,) ^ X^ 
(bvv,)(bvv 4 ) i^î^ 

est indépendant de la droite v. 



En effet, soient a i9 bi, y t les coordonnées réduites des points donnés. 
Les coordonnées ai — Xyi d'un point de rencontre de la droite (A, Y) avec 
la courbe, satisfont à l'équation de la conique. On a donc 

f(a-Xy, a-Xy) ^ f(aa) — 2 Xf(ay) + X 2 f(yy) == o. 
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Le produit des racines qui est en même temps celui des rapports 
de division de Y x et Y 2 par rapport à A et Y est 

W - f(aa) : f(yy) 

et comme on a de même 

hh - f(bb) : f(yy) 
on trouve que le quotient 

hh. = f ( aa ) 

est indépendant de y t . 

On voit sans peine que ce théorème peut immédiatement se géné- 
raliser pour des courbes sphériques d'un ordre ou d'une classe supérieure. 

159 bis . Théorème de Newton. — On arrive à un théorème connu 
de géométrie plane, dû à Newton, en prenant dans le premier des 
théorèmes du paragraphe précédent les points A et B à l'infini. L'ex- 
pression (I) devant être indépendante du point choisi, donne (s'il s'agit 
d'une courbe du second ordre) pour deux points différents Y et Z 

YY, .YY, ZZ, . ZZ, 
YY,.YY 4 Œ ZZ 8 .ZZ 4 

Les deux droites par Y sont dans ce cas parallèles à celles par Z. 



CHAPITRE XI 



160, Les trois côtés d'un triangle 
sphérique BjBaBg (fig. 17) donnent 
avec les côtés d'un 
autre triangle sphé- 
rique A 1 A 2 A 3 neuf 
points d'intersection. 
Si les triangles sont 
perspectifs, c'est-à- 
dire si les droites 
(A |f B k ), (A 8 ,Eg, (A 8 ,B 8 ) 
passent par un point 
P (§ 53), trois de ces 
points sont sur une 
droite. Les six autres 
sont alors sur une conique sphé- 
rique. 

En effet, supposons qu'on ait par 
rapport au triangle A 1 A 2 A 3 




Les trois sommets d'un trilatère 
bib 2 b 3 donnent avec les trois som- 
mets d'un autre trila- 
tère sphérique a^a* 
neuf droites de jonc- 
tion. Si les trilatères 
sont perspectifs, c'est- 
à-dire si les points 

(a^bO, (a,,t*), (as>b*> 
sont sur une droite p 
(§ 53) trois de ces 
droites passent par 
un point. Les six 
autres droites sont 



p = yifi-t-y 2 r 2 + y 3 r 3 

Dans ce cas, les sommets du tri- 
angle B^Bg peuvent s'écrire 

B i - \t x + (Yitx -h y 2 r 2 + y 8 r 3 ) 
B 2 s x,^ + (ytti -h y 2 r 2 + y 3 r 3 ) 
B s - \t z + (yA 4- y 2 t 2 + y 3 r 3 ) 

et les points d'intersection des côtés 
homologues * 

Àjf j A2X2 > ^2^2 ^3*8 » ^3*8 ^1*1 



A 

Fig. 17. 

alors tangentes à une conique sphé- 
rique. 

En effet, supposons qu'on ait 
pour la droite p 

P ^ s i v ili -T- S 2 V 2Ï* + SgV^ 

Dans ce cas, les côtés du trilatère 
bib 2 b 3 peuvent être représentés par 

bl « S lMl + ( S l V lïl-*- S 2 V 2*2+ VdU" 

b 2 = VA+ (SiVjli-h VA+ VsU 
b 3 - Sb*A+ (VA* S.v^-i- S 3 v 8 l3> 

et les droites de jonction des som- 
mets homologues 

Si^ih—Sa^^, SjAg^— SjAjIj, Sj^lg— SgXjljj 



1 Le point X^ — l£ t est d'abord sur la droite {A L ,k?) et ensuite (on le voit en 
prenant la différence des vecteurs de B x et B 2 ) aussi sur la droite (B^B»)- Cesl donc 
l'intersection des droites homologues (A^A,) et (B^Bî)» etc. 
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sont évidemment, leur somme étant 
nulle, sur une droite dont l'équation 

Xj X2 Xg 

A x A 8 A3 

est indépendante des yi du point P. 
Pour les six autres points, on 
trouve 1 en employant le principe 
exposé au paragraphe (65) : 

D 2 - f ( i2)r, + X,y 8 r 8 E t = Xjy^ + ?( i3)r t 
D a = <p(23)r 8 + XtfA E a - X a y 8 r 8 + 9(21)^ 
D 3 - 9(3 1 )x t + X 3 y,r a E3 - X^a + 9<32)r 2 

si l'on pose par abréviation : 
<p(ik) « Xi X k + X, y k -4- X k y t . = <p(ki) 

Le produit des six rapports de 
division (§ i56) : 

/ 1-e X * v » . ?(13) . X^ _ 9(21) , X 8 y a 9(32) 
^ ' ' Ç(12) X x y a 9(23) X,y s 9(31) X^ 

est égal à l'unité. Les six points en 
question sont donc sur une conique 
sphérique, dont l'équation est d'après 
(242) en coordonnées barycentriques 

9(23) 2 9(31) T | , 9(12) • ( 25 °l) 



passent immédiatement par un seul 
point dont l'équation 



Ai A 



* + ? = o 

2 A 3 



est indépendante des vi de la droite p. 
Pour les six autres droites, on 
trouve en appliquant le principe 
exposé au paragraphe (65) : 

d 1 -^(i2)SA+X 1 v 8 S 8 ï 3 e^ X 1 v s S 2 ï,++(i3)S 8 t 
d a - +(23)S 8 ï 8 4-X,v 1 S 1 ( 1 e a - X a v 8 S 8 ( 8 +4/(2l iSJi 
d 8 - 4/(31 ISJj+XbVjS,!, e 3 =X 8 v 1 S 1 I J +t]/(32)S a (» 

si Ton pose par abréviation : 
<Kik) « A, X k + X, v k -h A kVl . a +(ki) 

Le produit des six rapports de di- 
vision (| i56) : 

, x t v 8 S 8 <Ku)S 8 VA . ^KtDSt . x 8 v,S a 4/(»)S y 

4/(i*)Si'x 1 v t S a <J/(m)S 8 X a v 8 S 8 ^(sDS! " XjV^ 

est égal à l'unité. Les six droites 
sont donc tangentes à une conique 
sphérique, dont l'équation est d'après 
(242) en coordonnées barycentriques 
(v, = sinAi) 

4® u t + JSL» u t + M> u * ( 25 °2> 

v. 1 v- 2 v» 3 



-é^ + ^-^J^ 



= O, 



161. Dans ce qui suit nous nous occuperons uniquement de la conique 
(250J, qui dans le plan devient un cercle lorsque les conditions (240) : 

[*(*)+^i][?(8i)+>sys] [?(3i)H-X 1 y 2 ][o(i2)+/ 1 y 3 ] fo(i2) + ^yj l?(23) + *,yj 



.2 



^3 a 3 * V 1 V 2 



.2 



^I a i ' V 2 V 3 



wl - y 3 yi 



(25 1) 



1 Le point D t est sur le premier côté; il ne peut donc contenir que r 2 et r 3 ; 
d'autre part, il doit être sur la droite (B^B*)- On fait disparaître le terme en r L en 
soustrayant (Xi + Yi) fois le vecteur de B, de y t fois le vecteur de B lf etc. 
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sont remplies, ce qui, entre autres, est le cas, lorsque nous prenons : 

(A) y, = a? et X, = X 

(B) y, = aî et X, = £* 



aï— (X 
si nous posons par définition * 

2 <r = aï 4- aï 4- aï 4- X 

En effet, dans le premier cas (A) les trois expressions (25 1) prennent 
la valeur commune x<jt 



afta* 



tandis que dans le second cas (B) leur valeur commune est : 

X(x> 

Nous obtenons donc en faisant parcourir' à X toutes les valeurs 
de — oo à -|-oo deux séries de circonférences (cercles de Tucker de 
première et de seconde espèce). 

162. Occupons-nous d'abord du cas X t = X et yi = a*. Les côtés du 
triangle B^Bg sont parallèles à ceux de A 1 A 2 A 1 parce que les points de 
rencontre de deux côtés homologues X^ — X 2 r 2 , etc., deviennent r x — r 2 , etc., 
c'est-à-dire des points à l'infini. Le centre de perspectivité y t des deux 
triangles est le point de Lemoine a' . 

L'équation (25o x ) donnne pour ces cercles 

aî~ 2<r _, t aî— 2<x _, % \ (aî-2<r)(aî— 2*), _ __ 

(252) 



'■=*• 4+ «=*•* + + r + (a.-^)(a,- a .) 1 

aï aï L aîaï J 

ou en forme normale (234) 

**2 a 8\<*i — 29) x 2 x 8 ai 4- x 3 x 1 a 2 -h XjX^ag 



Xl + + * 8 A * ^ ^ * = o . (253) 



4<r 2 x Xj + Xj+x 



3 



Les six points D f et Ei situés sur les côtés du triangle deviennent 

F 5 (253bis) 

T> x s (2<r-a 3 )r 2 4- a 3 r s , D 2 = (2a-aï)r 3 4- afo , D s = (2<j-a*)fi-ha'r 2 
E t ^ a*r 2 4- (2 d-a|)r 3 , E? « a|r 8 4- (2 s-a*)^ , Es = aîr x 4- (2 *-aî)r 2 
«t si nous posons par abréviation : 

2 2 2 ^ 4 4 4 22 22 ? 2 

A = ai 4- a 2 -+■ a 3 , B s a{ 4- a 2 4- a 3 , C = a^ 4- a 2 a 3 4- aja x 
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leurs distances se trouvent par l'application de (104) : 

D^Di = a^x'+Ax+C : 2* E^ = a 2 Vx*+AX + C : 2<x 

D^d; = a^Vx'+Ax + C : 2* E^ = a 3 Vx* + ax + C : 2* (254) 

D t D, = a 3 yx» + ax + C : 25 Ê^ = a^x'+Ax+C : 2* 

Nous en concluons que les triangles EjEjEj et D 2 DjD 2 sont semblables 
au triangle A 1 A 2 A S dans lequel ils sont inscrits. 

En employant la même formule (104) nous trouvons encore 

Âj5i = aîaî : 4 s 2 , DH^ = aî(X-+- aî) : 4^ , EiÂ, = aîaî : 4<*\ (255) 

•ce qui nous permet de dire que les côtés du hexagone D^D^DgE, qui 
sont situés sur les côtés du triangle A t A 2 A, satisfont à 

D^ : D^ : D^ = a^X + aJ) : a 2 (X + aJ) : •.(X + aj) (256) 

tandis que nous avons pour les trois segments d'un même côté 

ÂTd; : DTE; : ÊJT, = aj : (X + a?) : a» (257) 

163. Il est intéressant aussi de calculer l'angle 6 que (A t A,) fait 
avec (D 8 D t ), ce qui peut se faire au moyen de l'équation fondamentale de 
la trigonométrie. On trouvera, S étant l'aire du triangle, 

** - 2 X + at S ai + aî <* 58 > 

•et comme cette formule est symétrique elle nous permet de conclure 
que les côtés (DjDJ, (DjD 2 ), (D 8 D t ) font le même angle 6 avec (A t A 2 ) 
<A,A,), (AgAJ. Pour le triangle EjEjE, ce sont les côtés (E,Ej), (E 2 Ej), 
<E,Ej) qui font l'angle 6 avec (AjAJ, (AjA 8 ) et (A S A 2 ). La formule (258) 
ressemble à la formule de l'angle de Brocard x 

tg<0== aTi^l (25 9) 



1 Si l'on relie le point rétrograde de Brocard (§ 74) au sommet r s le vecteur de 
•cette droite est^Ts!-^ + — 4- ~ ) tandis que le vecteur pour le premier côté du triangle 

.. \ S Î S 3 s i/ 

•esty^. On trouve la tangente de l'angle «, formé par ces deux droites en divisant 

la valeur absolue de leur produit vectoriel par leur produit scalaire. A la limite, c'est- 
à-dire pour un triangle pian ce quotient donne 

4S 
aï + aï + aî 
On trouve sans peine (| 77) que ÛK : ÛO = tg w . 
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Elles permettent de transformer l'expression 



A + X < 2ÔO > 

que les équations (254) nous donnent pour le rapport de similitude des- 
triangles DsDjDj et A^jAa ou EjEgE! et A^Ag. Ce rapport devient 

sinw - 

(261) 



sin(a> + 6) 

164. Cherchons encore le centre de similitude des triangles sem- 
blables A,A,A 8 et D^Dj, c'est-à-dire le point qui ayant la même 
position par rapport aux deux triangles possède aussi par rapport à eux les 
mêmes coordonnées x, . Pour trouver celles-ci nous avons 1 équation (26 i w *) 

vr-i-Tr-i-Yt. — t (2<r-aî)ti+afr, , (2<T-ai)r,+ajr s , w (2<r-a?)ri+afri 

A l*l"r A2*2"+" *3*3 — x l Yz *~ 2 2ff 8 2ff 

dont nous tirons. 

Y • Y * Y ~"~ — * — • — — 

Aj . *2 . A3 — «>•«»• «» 

df «I3 ai 

ce qui nous prouve que le centre de similitude cherché n'est autre que Q', 
le point rétrograde de Brocard (§ 74). On trouvera de même pour le point 
double de A,A 2 Ai et E^E, le point direct de Brocard. 

165. Il ne reste plus qu'à calculer le rayon et le centre des cercles 
de Tucker de première espèce. Quant au centre, il a par rapport au 
triangle D 8 D,D 2 la même position, donc les mêmes coordonnées 

sin 2 A, : sin 2 A 2 : sin 2 A 8 = af(a§ 4- af — aj) : a,(a£ 4- af — a|) : aj(a? 4- a\ — aj) 

que le centre du cercle circonscrit par rapport à A^A,. Nous devons 
substituer ces coordonnées à la place des x { dans le second membre de 
(2Ôi bis ). C'est ainsi que nous obtenons pour le centre r t 

[(2 ex - aï)ti 4- aïrjaî (ai 4- ai - aî) 4- [(2 * - aï)r f 4- afojai (ai 4- aï - aî) 

[(2 <j - aî)r s 4- aïri]ai(aï 4- aî - aî) 



ou encore 1 

32 S* a . tt = (2 C 4- XA) (aîti 4- afr, 4- aîr 3 ) — (A 4- 2 X) (aîti 4- aîr t 4- airs) . 



- 1 Se rappeler : 1* que dans le plan on obtient le tenseur en prenant simplement 
la somme des coefficients de r 1} r 2 , r 3 ; 2' que 

2C-B- 2aïaî+2aîai + 2aîaî-aî-ai-aî = i6S*. 
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Pour X = oo le triangle BjB^Bj coïncide avec A^A, et le cercle de 
Tucker devient cercle circonscrit. Le centre r c de ce dernier est donc 
déterminé par 

16S*. r c = A(aîti + aïr, -4- afo) — 2 (aîti -h air, -t- air,) 

Eliminant af des deux équations précédentes, nous trouvons si ti 
est le point de Lemoine : 

4<j.r t = a. ri -+- (A + 2X)r c (262) 

pour laquelle on peut encore écrire 

-| ■ tt = cot o) . ri 4- cot ô . r c (2Ô2 bis ) 

Les centres de cercles de Tucker sont donc tous situés sur la droite 
qui relie le point de Lemoine au centre du cercle circonscrit. Leurs 
rayons s'expriment par les formules 



sin m 



Pt = Pc ' . itA , r (200) 

r r Sin(6 + o>) v ' 

parce que sin o> : sin (6 4- <*>) est le rapport de similitude entre les triangles 
Dj^D, et A 1 A 2 A 8 . 

166. Les équations (262) et (263) fournissent le moyen le plus élégant 
pour construire des triangles inscrits D^D* et EjE^ semblables au 
triangle A,A 2 A 8 et faisant avec les côtés de celui-ci l'angle donné 6. En 
effet, faisons dans le triangle rectangle (§ 77) formé par les points de 
Lemoine et Brocard K et û et le centre O du cercle circonscrit l'angle 
OQO' égal ô, O' étant un point sur l'hypothénuse OK.; prenons ensuite 
sur le prolongement de ûô un segment ÔP égal au rayon p c du cercle 
circonscrit et VQ parallèle à ÔÔ 7 , le point Q étant sur la droite QO'. 
Nous aurons alors O' comme centre et Wq comme r^yon du cercle de 
Tucker, qui donne avec les trois côtés du triangle fondamental les six 
points d'intersection Di et E l9 parce que ÔD 7 : ÔHC = cot<o : cotô. et 
CPq : Dp = sin a) : sin (o> + 6) . 

Comme cas particulier des cercles de Tucker nous obtenons en 
posant X = o le premier cercle de Lemoine. Les droites (B^), (B 2 B 3 ), 
(B 3 B l ) passent alors par le point K lui-même tout en restant parallèles 
aux côtés de A^Ag, et l'équation (253) devient : 

-aîaî(aî+aî) x 2 x 3 a 1 '+x 8 x 1 a > '+x 1 x a a a > 

1 + + rrrr; = °- (* 6 4) 



,2 



x 



(aï + aî + aï) x, + x, + x, 
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tandis que pour les segments des côtés les équations (255) et (256) 
nous donnent : 



A,D, : ^E, : E, A, = a, : ^ : a, 
DTE; : D^ : D^ = a? : aj : aj 

167. Nous arrivons maintenant à 
la seconde série des cercles de Tucker, 
ceux qu'on obtient en posant dans 
l'équation générale (25oj). 

Xaf 



™ * - a?-. 



et yi = a â 



Dans ce cas (fig. 18) les côtés du 
triangle B 1 B 2 B 8 sont parallèles à ceux 
de A{(rj), A 2 (ri), A 3 (t 8 ) c'est-à-dire anti- 
parallèles à ceux du triangle fonda- 
mental AiAçAg. En effet 1 , on trouve 
pour le point Bg (| 160) 




2 2 9 Aclg 

a^-h a 2 f 2 -h a 3 r 3 -H ~i f 2 

as — g 



»«-*) L \ aj-aj+a» /J 



ou encore 



2(tf-*) k** tl + ^ + ^ + **•] (26 4 bis) 



B, = aîti -+- a 2 r 2 4- ajfa + toj Bg ^ afo + afo -f- alr 3 4- Xti 

ce qui prouve que la droite (B 2 B 3 ) passe par le point ri — r 3 ou qu'elle 
est parallèle à AJAJ . L'équation générale (25o x ) donne dans ce cas : 



ajaî(aî-<j) v , aîaî(aî-g) 



r2 



x,4- 



r2 



S 2 2 

4- *« x t- a i + *i*i«i + *i*i*i (265) 

Xj + X 2 + X3 



Les points d'intersection des côtés de BjB^Bj avec ceux de AjA,A 3 sont : 

Di-afo + Or-a*)^ D£ = ajt 8 + (* - afo D^ - afo 4- (a - a\)v 2 



E;^(î-al)r 2 + 4 E^ » (* - aî)r 3 -h afo Ei - (a - a;)^ -f- a|r 2 



(265Ws> 



1 La droite (AJ,Ai) fait un angle A x avec le premier, un angle A, avec le second 
côté ; son vecteur est donc sin A^ + sin A^, celui de (A 2 ,Ai) est de même sin Ajï,+ sinA^ 8 . 
Le vecteur de leur intersection râ est le produit vectoriel c'est-à-dire S 2 SÎr!— S|r,+S*S£r 9 ~ 
En passant à la limite nous aurons (aj — a» 4- as)** = aîr x — air» + ajr 3 . 
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cf les triangles E^E/E^ et DJDJDi ne sont autres que les triangles D 8 D t D, 
et EgEgE! qu'on obtient par les premiers cercles de Tucker lorsqu'on y 
prend pour la constante X la valeur 

i(x-aî-ai-aj) ou j(X-A) 
En effet, par cette substitution les équations (253 bis ) donnent pour D x et E t 

(* — aj)t, + ajt 8 et ajr 2 + (* — a|)r 8 

qui ne sont autres que EJ et D[, etc. 

Ceci étant, on conçoit facilement qu'on obtient pour le centre r t ', en 
remplaçant dans (262) X par — (X — A) 

Ar, + Xt c (266) 

Le centre est donc toujours situé sur la droite (K.,0). Quant au 
rayon pî on le trouve en se servant de (260) 

Pt -aî + aï+a; + X (* 6 7> 

qui pour X = ©o donne de nouveau le rayon du cercle circonscrit. 
Pour les distances AjE/, EJDi, DJA 3 on trouve en appliquant (104) 

J _ a X 4 . W - (Uaî-a|-a, 2 ) 2 a? _ _.« _ aft 



a 2 e; = -^ , e/d; = ■ 4 ; 2 - ' , d;a 8 - -^ 

de sorte qu'on a i° / 2 6g\ 

ËTÔ/rÊpi iEJdJ = a^X+aî-aî-aJ) 8 : a^X-aî+aî-aî) 1 : aj^X-aî-aJ+aî)* 
et ensuite aussi 



A,E{ : E,DÎ : DÎA 8 = 2aJ: V^ + a?-aï + aî) 2 : 2aJ (269) 

168. Comme cas particulier des cercles de Tucker de seconde espèce 
on obtient pour X ■= o le second cercle de Lemoine. Les droites (B^Bg), 
(B2,B 8 ), (B^B^, toujours antiparallèles aux côtés du triangle fondamental 
passent alors par K lui-même. Les six points EJDiE^DJEJDJ forment le 
second hexagone de Lemoine et l'équation du cercle passant par ces 
points est (265) en forme normale : 

aaîaîfrf-aî-aî) ^ x 1 x,aî + x,x 1 aî + x l x t â, 1 __ Q ^ y 

(aî + aj + aj) - * *i +'*! + *• 
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Son centre (266) est le point de Lemoine ri et son rayon (267) 
a 1 a 2 a 8 : (a* 4- a| -+- ai;) . Quant aux segments des côtés, les formules (268) 
nous donnent 

ë[d; : êJd; : ETd; (271) 

= (aj — a}— aj)aj : (aj — a| — a?)^ : (aj — s^ — aj )a 8 = cosA 1 : cosA 2 : cosA, 

169. Un second cas particulier des cercles de Tucker de seconde 
espèce nous est fourni par le cercle de Taylor. Les transversales angu- 
laires de Torthocentre H rencontrent les côtés opposés en H 19 H 2 , H s . 
Les coordonnées barycentriques de ces points sont (o, tgA*, tgA 3 ) ou 
{o, a 2 C 8 , agQ), etc. Les milieux de H a H 8 , HjIÇ"» H^V dont les vecteurs 
sont 

afa + afe + afo — 2 q *i , aïti -»- ajr, + a5r 8 — ^&^r 2 ,.... (272) 
forment un triangle BtB,B 8 pour lequel 

aC^C, _ 2-SÎ-SÎ-S; _ 2-M»A 
M* ^ M* '~ M 2 

On le voit facilement en comparant la seconde des expressions (272) 
avec le premier membre de (264^). Ceci étant on trouve pour le rayon 
et le centre du cercle de Taylor en appliquant (267), (266) et (259) 



p. y SJSJSJ + CjCîq et tg^tgAstgA,.* +tg w .tc. 

Les points de rencontre avec les côtés du triangle (2Ô5 bis ) sont : 

Dl s sin*A 2 r 2 + cos*A 2 r 8 DJ = sin*A 3 r 8 4- cos^r, D 8 = sin'Ajt, 4- cos*A,r 2 
EJ =- cos*A 8 r 2 4- sin*A 8 r 3 EJ ^ cos^tj 4- sin'A^ E^ -^ cos'Agt, + sin'A^ 



On les obtient aussi lorsque de H l9 H 2 , H 3 on abaisse des perpendi- 
culaires sur les trois côtés. En effet, on démontre facilement, par exemple» 
que le produit 

liVttgA^t -h tgA^) (sin^A^ -h cos* A^ 8 ) 

est zéro, ce qui prouve que la droite passant par H s et DJ est perpendi- 
culaire au premier côté du triangle. 



CHAPITRE XII 



Courbes sphèriques de second ordre et de seconde classe. 

170. Après avoir étudié les équations du premier degré en x t et Ui 
nous allons nous occuper des équations du second degré : 

f (xx) s b n xf 4- b 22 x| 4- b 38 xj 4- 2 b^XjXj, 4- 2 b 23 x 2 x 8 -h 2 b^x^ = o (27$) 
F(uu) s e n u\ 4- e^uj 4- e^ul -f- 2 e^u^ -h 2 e 28 u 2 u 8 4- 2 ^u^ = o (274) 

Tous les points x t satisfaisant à la première forment ensemble « une 
courbe sphérique du second ordre », tandis que toutes les droites u t 
satisfaisant à la seconde enveloppent « une courbe sphérique de seconde 
classe ». 

On voit facilement qu'une courbe du second ordre est en général 
déterminée par cinq points, une courbe de seconde classe par cinq droites, 
car en supposant que y i9 z i} v i9 w, , t t sont les coordonnées des cinq 
points donnés on obtient la courbe du second ordre sous forme d'un 
déterminant du sixième ordre en éliminant b u , b 22 , b^, 2b 12 , 2b 28 , 2b 31 
entre les six équations : 

f(xx) = b u x* 4- b 22 x^ 4- b^x* 4- 2 b^x, 4- 2 b 28 x 2 x 3 4- 2 b Bl x s x l = o 

f(yy) = o , f(zz) = O , f(w) = O , f(ww) = O , f(tt) = . 

Il en est de même pour la courbe de seconde classe déterminée par 
cinq droites. 

Les coefficients de u\, uf, u|, 
u t u 2 , u 2 u 8 , u 8 u x dans le développe- 
ment du déterminant de sixième 
ordre que nous avons obtenu, ne 
s'annulent certainement pas simul- 
tanément, si parmi quatre droites 
prises arbitrairement dans les cinq 
droites données, il n'y en a pas trois 
passant par le même point, 



(a 7 5) 



2 



171. Les coefficients de x{ 9 x 2 , 
x|, x^ , x 2 x 3 , x 3 x t dans le dévelop- 
pement du déterminant de sixième 
ordre que nous avons obtenu, ne 
s'annulent certainement pas simul- 
tanément, si parmi quatre points pris 
arbitrairement dans les cinq points 
donnés, il n'y en a pas trois sur la 
même droite (sphérique ou plane) 

car, si parmi les droites i, 2, 3, 4, par exemple, il n'y en a pas trois 
passant par le même point, on peut prendre 1, 2, 3 comme côtés du 

10 
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triangle de référence et 4 comme droite-unité. Les coordonnées de ces quatre 
droites sont alors (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) et (1,1,1); supposons que 
celles de la cinquième soient dans ces conditions (v^Vg). Le déterminant 
du sixième ordre se réduit dans ce cas à un déterminant du troisième 
ordre et on obtient 



u x u 2 



ViV 2 



u 2 u s 



v*v 8 



u 3 u x 



V3V1 



=0. 



comme équation de la courbe. Les coefficients ne peuvent être nuls à la 
fois, car ceci impliquerait v x v 2 = v 2 v 3 = v^ , c'est-à-dire la coïncidence 
de la cinquième droite (vi) avec une des quatre autres (1,0,0), (o, 1,0), 
(o y o, 1), (1,1,1) ce qui est contraire à la supposition fondamentale de 
cinq droites distinctes. On voit donc que les coefficients ne s'annuleront 
pas simultanément, s'il n'y a pas parmi quatre droites prises arbitrairement 
dans les cinq droites données au moins trois, passant par le même point. 



1 72. Si l'équation donnée f(xx)=o 
n'est pas satisfaite par tous les points 
de la droite p, elle sera satisfaite par 
deux points réels ou imaginaires de 
cette droite. 

En effet, si x{ et xï sont deux 
points différents d'une droite pa- 
reille, un point d'intersection * peut 
être représenté par x[ — XxJ' et 
comme ces coordonnées doivent sa- 
tisfaire à l'équation de la courbe, 
nous avons 



f(x'-Xx", x'-Xx") (276^ 

f(xV) — 2 Xt{x'x") + X*f(x"x") = o 



Si l'équation donnée F(uu) = o 
n'est pas satisfaite par toutes les 
droites passant par le point P, elle 
sera satisfaite par deux droites réelles 
ou imaginaires passant parce point, 
c'est-à-dire que dans ce cas on peut 
mener deux tangentes réelles ou 
imaginaires à la courbe du point P. 
En effet, si u[ et uj' sont les coor- 
données de deux droites passant par 
P, celles d'une tangente prendront 
la forme u/ — >u", et comme celles- 
ci doivent satisfaire à l'équation de 
la courbe, nous avons 

F(u'-Xu", u'-Xu") ( 27 6 2 > 
=- F(u'u') — 2XF(u'u") + X»F(u"u") = o 



1 Les coordonnées étant xi — Xxi , le point lui-même est 



t r . n rt 

x^r — Xx^r , 



jjl^xJ — Xx")ri + ih(* 2 — Xx 2 ")r* + {^(xj — XxJ% 

si x 4 et x 4 , r et r sont les tenseurs et les vecteurs-unités des points xi et xi . 
Le rapport de division du point en question est par conséquent Xx 4 : x 4 - 



i 4 7 — 



qui étant du second degré donne 
deux valeurs pour X, c'est-à-dire 
deux points d'intersection réels ou 
imaginaires. 

Une courbe sphérique ou plane 
est du n Ièroe ordre, lorsqu'une droite 
la rencontre en général en n points. 
L'équation f(xx) = o représente 
donc bien une courbe du second 

ordre. 

• 

173. Si les points et xî x" satis- 
font à la condition 

f(x'x") = O (2 77l ) 

les valeurs de X, données par l'équa- 
tion (276^ sont égales mais de signes 
contraires. Les points xj et x[' sont 
alors avec les points d'intersection 
dans un rapport harmonique, ce 
sont ce qu'on appelle des pôles 
conjugues. 

Pour que xi' soit un pôle con- 
jugué de x;, il faut et il suffit que 
( 2 77i) soit remplie. Il y a donc une 
infinité de points satisfaisant à cette 
condition, mais tous ces points sont 
sur la droite 

f(xx') - (278^ 

xi(biiXi+bitXi+buXa)+xt(biiXi+bMXi+bMX*)+... ^ 
xi( buXrfbisxrfbi»xa)-fx*(buXi+b*Xi+b»x»)+. . .=0 

qu'on appelle la polaire de x Â '. Le 
point Xi' en est le pôle. 



qui, donnant deux valeurs pour X, 
nous prouve qu'on peut mener deux 
tangentes réelles ou imaginaires par 
tout point P . 

Une courbe sphérique ou plane 
est de la n ièrae classe, si d'un point 
quelconque on peut mener en géné- 
ral n tangentes. L'équation F(uu) = o 
représente donc bien une courbe de 
seconde classe. 

Si les droites ui et ui' satisfont à 
la condition 

F(u'u") = o (2 772 ) 

les valeurs de X, données par l'équa- 
tion (276g) sont égales, mais de signes 
contraires. Les droites w[ et u{' sont 
alors avec les tangentes passant par 
leur intersection dans un rapport 
harmonique. Ce sont des polaires 
conjuguées. 

Pour que uf soit une polaire con- 
juguée de Ui', il faut et il suffit que 
(2772) soit remplie. Il y a donc une 
infinité de droites satisfaisant à cette 
condition, mais toutes ces droites 
passent par le point 

F(uu') ^ (278 2 ) 

uiienUt+enut+djUj) + uj(eiiui+enUî+ei3U*)+... 

1 t ' i 1 1 1 

ui(euui+cnurf eiau>)+u*(e«ui+e»u«+ei3Ua)+... = o 

qu'on appelle le pôle de uî. La droite 
ui" en est la polaire. 



Provisoirement le pôle d'une droite par rapport à une courbe du 
second ordre n'est pas la même chose que celui par rapport à une courbe 
de seconde classe. Plus tard, cependant, nous démontrerons que toute 
différence cesse lorsque la courbe du second ordre est en même temps 
de seconde classe. 



— 148 — 



174. A tout point x{ correspond 
en général par rapport à la courbe 
f(xx) = o une polaire, déterminée 
par l'équation (278!). Il y a cepen- 
dant exception pour le cas où le 
point x^ est tel que dans cette équa- 
tion les trois coefficients de x^x^Xg 
s'annulent. Mais ceci ne peut se 
faire que lorsque le déterminant ou 
discriminant de la courbe f(xx) = o, 
c'est-à-dire 



'11 



'12 



'13 



'12 



'22 



'23 



b 



13 



23 



; 38 



B 



est zéro. 

Provisoirement, supposons-le dif- 
férent de zéro, et remettons à plus 
tard l'étude du cas contraire. 

Ce qui précède nous permet de 
conclure que si le disciminant B=|=o, 
tout point x; possède une polaire 
déterminée par (278!). Nous allons 
démontrer que dans ce cas récipro- 
quement toute droite 

U 1 X 1 + U 2 X 2 + U 8 X 3 = O 

possède un pôle. En effet, pour que 
cette droite ait un pôle x,' il faut et 
il suffit qu'on puisse, srp est un 
facteur de proportionnalité, trouver 
des valeurs finies pour Xi' satis- 
faisant aux équations 

b n x; + b 12 x 2 -|- b 18 Xg = P u x 
b 12 x{ -h b 22 x 2 ' -h b 23 X3 = pu 2 
bi8 x i + b 2S x 2 + b 88 x 8 = pu 3 

ce qui est certainement possible, vu 



A toute droite Ui' correspond en 
général par rapport à la courbe 
F(uu) = un pôle, déterminé par 
l'équation (278,). Il y a cependant 
exception pour le cas où la droite 
Uj' est telle que dans cette équation 
les trois coefficients de u l9 u 2 , u 8 s'an- 
nulent. Mais ceci ne peut se faire 
que lorsque le déterminant ou dis- 
criminant de la courbe F(uu) = o, 
c'est-à-dire 



e n ^2 ^8 



e l2 ^22 ^3 



'18 



^3 



-33 



est zéro. 

Provisoirement, supposons-le dif- 
férent de zéro, et remettons à plus 
tard l'étude du cas contraire. 

Ce qui précède nous permet de 
conclure que si lediscriminant E 4= o, 
toute droite u/ possède un pôle dé- 
terminé par (2782). Nous démon- 
trons que dans ce cas réciproque- 
ment tout point : 

X,U t -f- X«Uo -h X 3 Uo = O 



possède une polaire par rapport à 
F(uu) = o. En effet, pour que ce 
point possède une polaire u{ il faut 
et il suffit qu'on puisse trouver des 
valeurs finies pour u{ satisfaisant 
aux équations 

«n u i + e^ + e 13 u 8 = px x 
*iiU{ + e 22 u 2 + % 3 ui = px 2 

e i3 U l + %3 U 2 "+" e 33 U 3 = ? X 3 

ce qui est toujours possible, vu que 
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que le déterminant des b !k est diffé- 
rent de zéro. 

Si le point x{ parcourt une droite 
déterminée par les points x" et xï", 
sa polaire tourne autour d'un point 
fixe P, qui est le pôle de la droite 
(xï', *!") 



le déterminant des e ik est différent 
de zéro. 

Si la droite u{ tourne autour d'un 
point déterminé par les droites u"et 
uî", son pôle par rapport à F(uu) = o 
parcourt une droite fixe p, qui est 
la polaire du point (uî', uî") 



car tout point de cette droite peut être représenté par xï'- Xx"\ Sa polaire 

f(x, x"- Xx'") = f(xx") — Xf(xx'") =* o 

passe donc, quelle que soit la valeur de X, par le point d'intersection P 
des polaires de x" et xï" qui sont 



f(xx") = o 



f(xx"') » O 



Ce point P étant pôle conjugué avec tous les points de la droite 
parcourue est le pôle de cette droite. 



On démontre sans peine que 
réciproquement si une droite tourne 
autour d'un point fixe P, son pôle 
par rapport à f(xx) = o parcourt 
une droite qui est la polaire de P. 

175. Nous avons vu que dans 
le cas d'un discriminant B différent 
de zéro, il y a par rapport à la courbe 
du second ordre (sphérique ou plane) 
f(xx) =3 o pour chaque point une 
polaire et pour chaque droite un 
pôle. Nous en concluons qu'il n'est 
pas possible que tous les points 
d'une droite appartiennent à la 
courbe f(xx) = o . , si B + o , 



On démontre sans peine que 
réciproquement si un point par- 
court une droite p, sa polaire par 
rapport à F(uu) = o tourne autour 
d'un point fixe, qui est le pôle de p. 

Dans le cas d'un discriminant E 
différent de zéro, il y a par rapport 
à la courbe de seconde classe (sphé- 
rique ou plane) F(uu) = o pour 
chaque droite un pôle et pour cha- 
que point une polaire. Nous en con- 
cluons qu'il n'est pas possible que 
toutes les droites passant par un 
point appartiennent à la courbe 
F(uu) = o, 



car si x[ et xï sont deux points communs à la courbe et la droite en 
question, tous les autres points de la même droite seront de la forme 
xï — Xxî', X étant un paramètre arbitraire. Tous ces points ne sont sur 
la courbe f(xx) = o que lorsque 

f(x'— Xx", x'— Xx") = ■ f(x'x') — 2 Xf(x'x") + X*f(x"x") = — 2 Xf(x'x") 
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est égal à zéro, pour toutes les valeurs de X, mais ceci étant 

f(x'— Xx", X'— ax") .r . f( X 'x') — (A + {/.)f(x'x") 4- Xuf(x"x") = — (X-f-u)f( x'x") 

* 

est également zéro, quetles que soient les valeurs de X et ji., ce qui veut 
dite que tous les points x[ — Xx[' de la droite en question possèdent non 
un sèiil pôle, mais une infinité de pôles x[ — \kx\\ ce qui est contraire 
à l'hypothèse. Nous en concluons que dans le cas d'un discriminant B 
différent de zéro une droite p ne peut pas faire partie d'une courbe du 
second ordre. De même, il est impossible que toutes les droites passant 
par un point P satisfassent à l'équation d'une courbe de seconde classe, 
si son discriminant E est différent de zéro. 



176. Tangente. — Les X corres- 
pondant aux points d'intersection 
xî — Xxî' de la droite (xî, xî') avec la 
courbe f(xx) = o sont d'après le 
| 172 déterminés par l'équation 

f(x'x') — 2 Xf(x"x') + X*f(x"x") = . 

Si x{ est lui-même un point de 
la courbe, le premier terme disparaît 
et une des racines s'annule, ce qui 
veut dire qu'un des points d'inter- 
section coïncide avec Xi'. Pour qu'il 
en soit de même du second, il faut 
et il suffit qu'on ait f(x"x') = o, c'est- 
à-dire que xî' soit sur la droite 

f(xx f ) = o (279^ 

qui est donc la tangente au point 
Xi de la courbe. La même équation 
représente la polaire si Xi' est un 
point quelconque. La polaire de xi 
coïncide par conséquent avec la tan- 
gente lorsque x{ est sur la courbe 
f(xx) = o . 

176 bis . Cherchons la condition à 
laquelle les u t d'une droite doivent 



Point de contact. — Les X cor- 
respondant aux tangentes uî— Xuf'qui 
du point (u[ , u[') peuvent être menées 
à la courbe F(uu) = o sont d'après 
le § 172 déterminés par l'équation 

F(u'u') - 2XF(u"u') -f X*F(u"u"j = o. 

Si uî est elle-même une tangente 
de la courbe, le premier terme dis- 
paraît et une des racines s'annule, 
ce qui veut dire qu'une des tan- 
gentes coïncide avec u[. Pour qu'il 
en soit de même de la seconde, il 
faut et il suffit qu'on ait F(u"u'j = o, 
c'est-à-dire que uî' passe par le point 

F(uu') = o (279.) 

qui est donc le point de contact sur 
la tangente u\. La même équation 
représente le pôle si Ui' est une droite 
quelconque. Le pôle de Ui' coïncide 
par conséquent avec son point de 
contact si West tangente à la courbe 
F(uu) = o . 

Cherchons la condition à laquelle 
les Xj d'un point doivent satisfaire 
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satisfaire pour qu'elle soit tangente 
à la courbe sphérique f(xx) = o, 
dont le discriminant B est différent 
de zéro. 

Pour que la droite 



pour qu'il soit sur la courbe sphé- 
rique 4>(uu) = o, dont le discri- 
minant E est différent de zéro. 



UiX* -f U.>X, -f- UoX» = o 



l 2 A 2 



3 A S 



soit tangente au point yi, il faut que cette équation ne diffère que par 
un facteur constant p de 

f ( x y)^ x ifaiyi+bi2y*+bi S y 8 ^ 

c'est-à-dire, qu'on ait 

bii) r i + b 12 y 2 + b 13 y 3 = pu x 

bi 2 y 1 + b 22 y 2 H- b 23 y 3 = pu 2 

Wi + b 23 y 2 + b w y 8 = ? u 3 

Mais ceci ne suffit pas. Les coordonnées yi peuvent satisfaire à ces 
équations sans que le point correspondant soit sur la courbe. Il faut 

donc encore 

f(yy) .-, P (u iyi + u 2 y 2 + u 3 y 3 ) = o . 

Les trois premières équations donnent — le discriminant B étant 
•différent de zéro — les ) r i en fonction des Ui. En substituant ces valeurs 
dans la dernière, nous trouvons pour la condition cherchée : 



bu b 12 

Dj 2 D 22 

bi3 b 23 



a 



u.» 



u 13 
b 23 
b 33 
«3 



U l 

"2 

«3 
O 



= O . 



(280) 



En développant ce déterminant bordé, on obtient 

F(uu) - B n Ui -f- B 22 u 2 -h B 33 u 3 -f 2 B 12 u 1 u 2 + 2 B 23 u 2 u 3 + 2 B^Ug^ = (281) 

si B ik = B k i est le mineur correspondant à l'élément b ik dans le déter- 
minant B. De même pour que le point Xi soit sur la courbe <Huu) = o, 
on trouve en supposant le discriminant E différent de zéro : 

<p(xx) =- E n Xi -h E 22 x 2 4- E 33 x 3 4- 2 EjgX^-f 2 E 23 x 2 x 3 -h 2 E 31 x 3 x 1 = o. (282) 



Les E ik sont les mineurs des éléments e ik dans le déterminant E. 
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Si B et E sont les discriminants de f(xx) = o et *(uu) = o, ceux 
de F(uu) = o et <p(xx) = o seront 



B n B 22 B $8 | = B 2 



et 



^ll^M^JS I — k 



<283) 



Les droites u t satisfaisant à F(uu) = o enveloppent la courbe, qui 
en coordonnées ponctuelles est représentée par f(xx) = o. Une courbe 
sphérique de second ordre peut donc être écrite comme courbe de seconde 
classe (et réciproquement), pourvu que son discriminant soit différent 
de zéro. 



177. Occupons-nous maintenant 
du cas, où le discriminant B de 
f(xx)=o étant nul 9 tous ses mineurs 
du second ordre ne le sont pas. 

Dans ce cas, le système 

b n x i + b 12 X2 -f- b 13 x 3 = o 

b 12 Xi -f- b 22 x 2 -f- b 23 x 3 = o (28^) 

b 13 x t -f- b 23 x 2 -f b 9S x s = o 

se réduit à deux équations indépen- 
dantes, qui déterminent un point 
singulier réel Yi)^» 

Ce point est sur la courbe donnée, 
parce que ses coordonnées y t satis- 
font à l'équation 

f(yy)^-yi(biiyi+b«yrfbi*yi)+yt(bwyi+bMyrfbMy>) 
+ ys(bis>i + b*)'* + b^) = o 

mais il est aussi sur toutes les po- 
laires, caria substitution des y t dans 
l'équation d'une polaire quelconque, 
celle du point Xi' par exemple : 

f(xx)d xi(buxi+bnxs+b»xs)+xs<btaxi-hbtixrfbtsxs) 
x 3(biaXi + b^Xj + bggX 8 ) = o 

annule chacune des trois paren- 
thèses. 



Occupons-nous maintenant du 
cas, où le discriminant E de <p(uu)=o 
étant nul, tous ses mineurs du se- 
cond ordre ne le sont pas. 

Dans ce cas, le système 

e n u i + * 12 u 2 + e 13 u 3 = o 

e i2 u i + ^2^ + ^"s «= o (2844) 

se réduit à deux équations indépen- 
dantes, qui déterminent une droite 
singulière réelle VjV 2 v $ . 

Cette droite singulière vi appar- 
tient à la courbe, car nous avons 

Ç(VV) == Vi(€ltVi+CliV«4-eiiV»)+V*(C«Vi-|-C»V»+C«V») 

+ v 8(ew v i + e » v a + e «8 v ») = ° 

mais ellecontient aussi tous les pôles, 
car si nous substituons les v, dans 
l'équation d'un pôle quelconque» 
celle de la droite u[ par exemple : 

ç(uu)^ui'(enUi+eaua+et»u*)+ua(e«ui+eMUi+e»u») 
4- us(e 18 u 1 + e^u, + e n ti 8 ) = o 

chacune des trois parenthèses s an- 
nule. 



i53 



Il s'ensuit que 

flx'+Xy, x'+Xy ) - f]xV)+ 2 Xf<x , y)+ X'flfyy) 

= f(x'xO 

quel que soit le point x/. Si ce point 
est sur la courbe : f(x'x') = o, tout 
point x,' + Xy t , sur la droite de 
jonction de xi et du point singulier y, 
est également sur la courbe. La droite 
(Xi',yO toute entière en fait donc 
partie. H en est de même pour toute 
la droite (x(',yi) si x" est un autre 
point de la courbe. Celle-ci se com- 
pose donc de droites passant par y { . 
Leur nombre ne peut être supérieur 
à deux, parce qu'une droite quel- 
conque ne coupe la courbe en plus 
de deux points. 

Dans le cas que nous examinons, 
les deux droites sphériques qui pas- 
sent par y sont distinctes, rédles 
ou imaginaires, car s'il n'y avait 
qu'une droite double, l'équation de 
la courbe se réduirait à 

f(xx) s (d^ + d,x,+ d 8 x 8 )* ■= 

2 3 t fl 8 8 

"1*1 + d 3 x 2 -f d 8 x 8 + 2 àiât&x x* -f 2 dadaXjXg 
+ 2 dfldiXaXi = o 

ce qui, contrairement à notre hypo- 
thèse, n'annulerait pas seulement le 
discriminant mais encore tous ses 
mineurs du second ordre. 

178. Si avec B tous ses mi- 
neurs du second ordre disparaissent, 
f(xx) « o représente une droite 
double. Le système (284^ se réduit 
à une seule équation indépendante 
qui est celle de la droite double. 



Il s'ensuit que 

^u4-Xv,u'+Xv)r- ? ( u VH-2X?(u^H-X*ç(vv> 

quelle que soit la droite Ui . Si cette- 
droite satisfait à l'équation de la 
courbe <p(uu) = o, toutes les droites- 
Ui'+ Xvi passant par le point (ur, Vi> 
y satisfont aussi. Il en est de même 
pour toutes les droites passant par 
le point (u[\ Vi) si u" est une autre 
droite satisfaisant à la courbe. Celle- 
ci se compose donc de points sur 
la droite Vi . Leur nombre ne peut 
être supérieur à deux, vu que par 
un point quelconque on ne peut 
mener plus de deux droites satis- 
faisant à l'équation de la courbe. 

Dans le cas que nous examinons, 
les deux points sur la droite sphé- 
rique v 4 sont distincts, réels ou. 
imaginaires, car s'ils coïncidaient^ 
l'équation de la courbe se rédui- 
rait à 

ç(uu) =-- (e^ + e 2 u, + e 8 u 8 )» £:î 

2 3 2 3 3 3 

Cl U l + e 2 U 2 + *9 U S + 2 e t e 2 U l U « + 2 e*e 8 U,U 8 

+ 2 e^UaU! = O 

ce qui, contrairement à notre hypo- 
thèse, n'annulerait pas seulement le 
discriminant mais encore tous ses 
mineurs du second ordre. 

Si avec E tous ses mineurs du 
second ordre disparaissent, <p(uu)=o 
représente un point double. Le sys- 
tème (2842) se réduit à une seule 
équation indépendante qui est celle 
du point double. 
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Résumons : i° Si B + o, l'équa- 
tion f(xx) = o représente une courbe 
sphérique de second ordre. Chaque 
point n'a qu'une seule polaire, et 
chaque droite n'a qu'un seul pôle. 
Une droite ne peut la rencontrer en 
plus de deux points; 

2° Si B = o , sans qu'il en soit 
de même pour tous ses mineurs du 
second ordre, f(xx) = o représente 
deux droites sphériques distinctes 
(réelles ou imaginaires), dont le 
point d'intersection y t satisfait aux 
trois équations 

b n yi 4- b i2 y» 4- b i3 y s = o; 

3° Si B = o en même temps que 
tous ses mineurs du second ordre 
f(xx) = o représente une droite 
double, dont l'équation est 

bn x i 4- b 12 x 2 4- b 13 x 3 = o . 



Si E + o, l'équation ?(uu) = o 
représente une courbe sphérique de 
seconde classe. Chaque droite n'a 
qu'un seul pôle et chaque point n'a 
qu'une seule polaire. Par un point 
ne peuvent passer plus de deux tan- 
gentes à la courbe ; 

2° Si E = o, sans qu'il en soit 
de même pour tous ses mineurs du 
second ordre, cp(uu) = o représente 
deux points distincts (réels ou ima- 
ginaires), dont la droite de jonction 
v t satisfait les trois équations 

euv, + ei,v, 4- e iS v, = o: 

3° Si E = o en même temps que 
tous ses mineurs du second ordre, 
F(uu) = o représente un point 
double, dont l'équation est 

• e u U! 4- e 12 u 2 4- e 18 u 3 = o . 



Les courbes f(xx) = o et cp(uu) = o sont des courbes de second 
ordre et de seconde classe proprement dites lorsque leurs discriminants 
sont différents de zéro. Elles sont impropres ou dégénérées dans le 
cas contraire. Nous nous occuperons surtout du premier cas et comme 
-dans cette hypothèse une équation du second degré en Xi peut être écrite 
comme une équation du second degré en Uiet inversement, les deux repré- 
sentent en somme la même courbe, qui est une « conique sphérique ». 

179. Pour que le point Xi - Xy t soit sur la courbe f(xx) 2bikXi.\ k = o, 
il faut et il suffit que X satisfasse à l'équation quadratique 

X2f(yy) — 2 Xf(xy) 4- fax) = O 

Si les X| sont tels que le discriminant de cette équation s'annule, les 
deux valeurs de X sont égales et les deux points d'intersection de la droite 
{x t ,Vi) coïncident. La droite (xi , yi ) est alors une tangente passant 
par Vi . Les Xi satisfaisant à 

f(xx) . f(>7) - [f(xy):* « o (I) 
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déterminent donc des points sur Tune ou l'autre des tangentes qui du 
point y t peuvent être menées à la courbe. Cest donc l'équation de ces 
deux tangentes en coordonnées ponctuelles. 

On peut arriver à cette équation d'une autre manière. Pour que 
la droite (Xi,yi) soit tangente, il faut que ces coordonnées qui sont 
y 2 x 3 — y 8 x 2 , y $ x x — )\x 3 , y{x 2 — y 2 x 1 satisfassent à F(uu) = o ; on a donc 

F(y,x 3 — y 3 x 2 > y 3 ^i — yi* 8 > > f i*2 — y 2 xi) = o. (il) 

Les équations I et II représentent les mêmes droites. Elles ne diffèrent 
-donc que par un facteur constant que nous allons déterminer. Le coefficient 
de x\ en (I) est (b u b 22 — bj)yî 4- (bub*, — bjjyj 4- 2(b n b 23 — b 12 b 13 )y 2 y 3 , 
tandis qu'en (II) il est B 33 y| 4- B 22 y 3 — 2 B 23 y 2 y 3 . Le facteur cherché est 
donc l'unité, et nous avons l'identité : 

Ffy a xg— y 8 Xj f y s x i — y i x 89 y x x 2 — y 2 x t ) - f(xx).f(yy) — [f(xy)p (284^) 

qui en déterminants peut s'écrire, B 2 étant | ^j^b^b^ | 2 ou | BuB^B^ | 



B 2 



B n B 12 B 1S y\ x, 

"12 "22 ^28 7 3 X 2 

"l3 *^23 "33 )3 X 3 

> r i ït y* 0.0 

X. x, x, o o 



B n B 12 B 13 x, 

^12 *^22 **23 X 2 
"l3 "23 "33 X 3 



X l X 2 X 3 ° : 



B n B lg B l3 y x 

D,2 D 22 B S3 y 2 

"lS "23 "33 } T 3 

yi y 2 y 3 o 



Bu B 12 B 13 Xj 

*5 l2 D 22 l5 2 3 X 2 
"l3 "23 "33 X 8 



J\ 



>S 



J3 



O 



ou en se servant pour ces déterminants bordés de la notation de 
-Gundelfinger : • 

180. Il est évident que même dans le cas où la courbe f(xx) = o 
représente deux droites sphériques distinctes, — les B ik n'étant alors pas 
tous nuls — on peut former l'équation en coordonnées tangentielles : 



.2 



.2 



F(uu) B u uî 4- B22 u 2 + B 33 u 3 4- 2 B 12 U!U 2 -f 2 B 23 u 2 u 3 4- 2 B^Ug^ = o. (285) 

Pour en trouver la signification, supposons que les droites représen- 
tées soient Vi et Wi . L'identité 

f(xx) = b n x\ -h 2 b 12 X 1 X 2 4" - ( V 1 X 1+ V 2 X 2 + v 3 x s) ( w i x i+ w 2 x 2 + w 3 x 3 ) 

•nous fournira dans ce cas 



bu = v t W! 
2 b 12 = v t w 2 -h v 2 w t 



b 22 = v a \v 2 
2 b 23 = v,w 3 4- v 3 \v. 



b 33 = v 3 w 3 
2 b 3l = VgWi 4- v^vs 
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d'où nous tirons : 

— 4 Bu -- 4 (bL — b 22 b 38 ) = (v 8 w 8 — v 8 w 2 ) 2 

— 4B 12 ~ 4(bi 2 b S 3 — b 18 b 23 ) = (v,w 3 — v 8 w 2 ) (VgWj — v^). etc. 

Or, les coordonnées yi de Y intersection des droites v s et Wj sont préci- 
sément v 2 w 3 — v 3 w 2 , VgWi — v 1 w 3 ,... Nous avons donc 

Bu : B2 2 : B*, : 2 B l2 : 2JB, 3 : 2 B^ = y? : yj : yi| : 2yjy 2 : 2y 2 y 8 : 2y 3 y t 
de sorte que (285), pouvant s'écrire 

y?u? + ay^^u, 4- - (Yi^-f- y 2 u 2 + y 3 u 8 )* = o 

représente deux points coïncidant avec le point d'intersection des droites 
distinctes, représentées par f(xx) = o. 

De même si 2cikUi u k = o représente deux points distincts, l'équation 

E n x\ -h aE^x* -f- : (v^i -+• v 2 x 2 4- v 8 x 3 ) 2 = o 

sera celle de deux droites coïncidant avec la droite de jonction des points. 

181. On a vu au § 172 que toute droite v t rencontre, en général, la 
courbe f(xx) = en deux points. Il est important de savoir si les points 
d'intersection de la droite sphérique 

v x x A -h v 2 x 2 4- v 8 x 3 = (I> 

avec la courbe (273) qui peut s'écrire 

f(xx) ::(b u x 1 +b 12 Y 2 +b 13 x 3 )x 1 +^ 

f x X x + f 2 x 2 + f 8 x 3 = o (II> 

sont réels (distincts ou coïncidants) ou imaginaires. Pour l'examiner nous 
nous servons de la méthode d'Aronhold. 

Les coordonnées x t d'un point d'intersection satisfont à(I) et (II). On. 
a donc, p étant un facteur encore inconnu, les équations linéraires et 
homogènes en Xi 

P*l =* f 2 V 3 ~ f 3 V 2 > ? X 2 = fs V l — f l V 3 > P*8 = f l V 2 ~ f * V l (W> 

Pour déterminer p, substituons les expressions (III) dans le premier 
membre de X équation du point d'intersection : 

XjUi 4- x 2 u 2 4- x 3 u 3 = 
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Nous obtenons : 
^(XiUt + x s u 2 +x 8 u,) = u 1 (f î v 3 --f 8 v,)+u 2 (fsV 1 -f 1 v 8 ) + u s (f 1 v 2 --f s v l ) 



ou en élevant au carré 



*i v i u i 

f 2 V, u 2 

f» v 3 u 3 



P*( x iUi 4- x 2 u 2 + x s u 3 ) 2 = — 



'u 



'12 



'13 



'12 



'22 



'23 



'18 



'23 



; 83 



fl 



U, 



U< 



V. u, 



fl f, 



Ui 



u, 



*8 
"8 



o 
o 
o 





o 
o 



o 



o 



(IV) 



Pour simplifier ce déterminant, on soustrait de la quatrième colonne 
les trois premières multipliées par x 19 x 2 ,x 3 et de la quatrième ligne les 
trois premières également multipliées par x l9 X2,x s . Les éléments de la qua- 
trième colonne comme ceux de la quatrième ligne deviennent 0,0,0,0,0, 
— ( u i x i + U 2 X 2 + u 8 x s) et on obtient en développant : 



p^Ui 4- x 2 u 2 + x 3 u 3 ) 2 = foUi -h x 2 u 2 + x 3 u 3 ) 2 



'11 



'12 



'18 



'12 



'22 



'28 



2 



'18 



'23 



b. 



'33 

v 8 



v 2 
O 



ou 



(V) 
9 2 = - (Bu vî + B^vf + Bstâ -f 2 B 12 v 1 v 2 + 2 B 23 v 2 v 3 + 2 % v 3 v x ) s - F(vv) 

Cette équation donne deux valeurs réelles' pour p et par conséquent 
■deux points d'intersection réels et distincts d'après (III) si F(vv) est 
négatif et deux points imaginaires, si F(vv) est positif. Enfin si F(vv) 
et p sont nuls cela prouve, en général, que les points d'intersection 
coïncident. [Lorsque B = o sans qu'il en soit de même pour tous les B ik , 
l'équation f(xx) = o représente deux droites distinctes, et F(uu) = 
d'après § 180 leur point d'intersection. Toute droite Vi rendant F(vv) et p 2 
nuls passe alors par ce point d'intersection ; elle peut être une des deux 
droites dont se compose f(xx) = o, et dans ce cas elle a avec f(xx) = o 
une infinité de points communs]. 



CHAPITRE XIII 




Fig. 19. 



Conique sphérique. 

182. Toute sécante passant par le point t t rencontre la polaire en 
un point t 2 , qui avec tj est conjugué harmonique par rapport aux inter- 
sections r 8 et t 4 (fig. 19). Pour que r 2 soit le milieu de la corde il faut et il 
suffit que le produit scalaire de x t et t 2 soit nul, c'est-à-dire que leur distance 
sphérique soit — . Car le produit sca- 
laire d'un point de la corde t 3 +Xr 4 et 
de son point conjugué r 3 — Xr 4 est 1 — X 2 . 
11 devient nul dans le cas et seulement 
dans le cas X = 1. Le premier point 
est alors le milieu de la corde. 

Par le point x t on peut mener 
une infinité de sécantes. Pour que sa 
polaire passe par les milieux t 2 ,r 2 , r 2 ",.-' des cordes correspondantes il faut 
et il suffit que la distance de v x à tous les points de sa polaire soit ^ , ou 
encore que v t coïncide avec le vecteur de sa polaire. 

Cherchons les coordonnées Vj d'un point satisfaisant à cette con- 
dition. Le vecteur de sa polaire 

Xi(biiyi+b 12 y 2 +b 13 y 3 )^ 

devant coïncider avec celui du point yi lui-même, on a en introduisant 
un facteur de proportionnalité p 

v i(bnyi+ b 12 y 2 +b 13 y 3 )l 1 +v 2 (b 12 y 1 +b 22 y 2 -|-b 23 y 3 )I 2 +v 3 (b 13 y 1 -f b 23 y 2 -f b 88 y 3 )tj 

En multipliant cette équation successivement par [L 1 x i9 fi 2 t 2 , [^fcj, on 
en obtient trois qui, lorsqu'on pose 



jAi^Cik - tl) ik 



et 



? :A 
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prennent la forme 

bnyi + biîy2 + b 18 y 3 
b«yi + b M y 2 + b 23 y 3 

b, 3 yi + b 23 yî + b 3S y3 



sKtfi + «uy» + «-«y») ! '(yi) 

S^uyi+^yg + w^ys) ou f(y 2 ) 

sK â yi + «^y* + «ossy») f'(y») 



s<o'( yi ) 

So,'(y 2 ) (2«6> 

s«'(y 8 ) 



On en tire par l'élimination des Vi une équation du troisième degré en S r 



f(S) 



b n — co n S b 12 — w 12 S b 13 — wjgS 
b 12 — w 12 S b 2a — w 22 S b 23 — <*> 23 S 



'33 



(OooS 



33' 



= o 



(287) 



bis — W13S b 23 — co 2S S 

dont les ratifies sont réelles. 

Supposons, en effet, qu'une des racines soit complexe t 4- <*i, et que 
les valeurs correspondantes 1 des y { soient ; x 4- i^i, Ç 2 + *'l2 5 £3 + ^3- La 
première des équations (286) donne dans ce cas 

b ll(?l+ ir il)+ M?2+ ÎTfcH bîsCSs+^s) = ( T + <ji )[ a) ll(?l+ HlH W 12(^2+ ^H^IS^^)] 

et les deux autres fournissent des relations analogues. En annulant les. 
parties réelles on en tire : 



f'(ïl) = T"'(W - 


<™'( T .i) 


?(k) = TW '(?2) — 


<ya)'(r 12 ) 


f (Ç 8 ) = tco'(5 3 ) — 


<ho'(t iS ) 



tandis que l'annulation des parties imaginaires donne 

f(7| 2 ) = tw^t,,) 4- *w'(y 

Soustrayons les trois premières multipliées par tjj, tq 2 , t) 3 , de la 
somme des trois dernières multipliées par l x , Ç 2 , Ç 8 . Nous obtenons 



1 Pour que la substitution d'une racine S x annule tous les coefficients des yi dans 
le système (286) il faut que les bik soient proportionnels aux o>ik, c'est-à-dire que la 
courbe en question soit la « courbe cyclique » EwikXiXk — o. Dans tous les autres, 
cas, la substitution d'une racine S x réduira le système (286) à une ou à deux équations 
indépendantes. Il est alors toujours possible de trouver pour les yi des valeurs non- 
toutes nulles. 
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-et comme les Ci et les r^ ne sont nuls à la fois, il s'ensuit a = o, c'est-à-dire 
•que la partie imaginaire de la racine est nulle. L'équation en S n'a donc 
que des racines réelles, qui sont d'ailleurs différentes de zéro, parce 
«que leur produit, c'est-à-dire le terme copnu de (287), est égal au discri- 
minant B + o . 

183. Il se peut aussi que deux ou trois des racines de l'équation 
©(S) = o soient égales. Nous démontrerons à ce sujet le théorème suivant : 

Si Bik sont les éléments et A ik les mineurs correspondants dans le 
•déterminant ^(Sj), il faut et il suffit, pour que S x soit racine double, 
que tous les A Ik s'annulent. Pour que S t soit racine triple, il faut et il 
suffit que tous les B ik s'annulent. 

A. En effet l développons y^ — <i) = o d'après les puissances de * : 

8 n -f- tx) n G 6 lf + to) 12 ff 8 13 4- <*> 18 g 

8 12 4- <*) 12 a 8 22 4- <*> m <t S^g 4- <»>23& 

5 13 4- W 13 * 833 4" <*> 28 <ï §88 "+" 0*88* 
?( S l) + [ W 11 A 11+ W 22 A «+ W 38^38+ 2o) 12 A 12+ 2fa) 23 A 23'^ 2a) 81 A 8l] <T + 

A A A Q 

•m[Û ll 8 ll 4-Û 2 2 8 22+ û 33 8 88"^ 2Û 12 8 12+ 2Û 23 8 28+ aû 8All«*+lHlAî[**D -<ï 3 = O. 

S x ne sera racine double, que lorsque cette équation en a a deux 
racines nulles, ce qui implique 

<p(Si) = et a>iiA u 4- w 22 A 22 4- W33A33 4- 2<o 12 A 12 4- 2 <t> 28 A 2 g 4- 2 wsi^si = O 

Si tous les A lk sont nuls, ces deux conditions sont satisfaites, parce 
que les A Ik sont les mineurs de ^Sj). Cette condition est non seulement 
suffisante, mais encore nécessaire, car supposons y (SJ = o sans qu'il 
«n soit de même pour tous les A ik . Dans ce cas, le système 

^uyi+S^+^yg = o 5 lïyi 4- 8^,4- 8 23 y 3 = o Si 8 yi+Stsyt+Ws = 



(287WS) 



1 Comme coefficient de <j* on trouve entre autres termes 

= «nrfjxj( 1 - cos'a,) = «nrfrfsîn^ = 8 U . rfrf . $ 



>ii 






En mettant hors des parenthèses ^ffî* - m on obtient m^^u + û«ô» 4- etc.] 

Le coefficient de o» est le déterminant | u> lt w w <i> tt | ou nï^t ! CnC M c« | ou encore 
d'après (52) {xî^lD*. 
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se réduit à deux équations indépendantes, dont nous tirons pour les 
y k des valeurs non toutes nulles, satisfaisant à 

yi : y 2 ' ïs = y\ '• yi> r 2 = ytfs « A n : A i 2 : *« 

yi : y 2 : y 3 = y 2 yt : yï • y 2 y 3 = ^i 2 : ^ 2 = ^ ou y 4 y k .-. a i1c 

yi : y 2 : > r 3 = y 3 yi : y 3 y 2 : yï = *i 3 : ^ 23 : * 33 

Le coefficient de a dans l'équation (287 bis ) devient alors (p étant un 
facteur de proportionnalité) 

pC^ny? + w 22 y 2 + «wyî + 2 w 12 yiy 2 + * o^y^s + 2 waysyd 

zt pti^yA -+- ^y 2 ^ 2 + 1^3*8? 

qui certainement n'est pas nul. Nous voyons donc que l'équation en <y 
aura deux racines nulles et l'équation en S deux racines S x seulement 
dans le cas où tous les mineurs A lk s'annulent : 

(0 &22 8 88 — 8 23 = ° i ( 2 ) 8 33 8 11 — 8 13 = ° î ( 3 ) &11 8 22 ~ 8 12 = ° î 

(4) 8 12 8 13 — 5 11 8 23 = o ; (5) 8 23 8 12 — 8 22 8 13 = o ; (6) 8 13 8 23 — 5 83 8 12 = o . 

Remarquons, que dans le cas (5 = 5!) le système (286) se réduit à une 
seule équation, ce qui prouve : i° qu'il correspond à la racine double S t 
une infinité de points yi dont le vecteur coïncide avec celui de sa polaire, 
«t 2 que tous ces points sont sur une droite sphérique. 

B. Pour que Si soit racine triple, il faut d'abord qu'elle soit racine 
double, c'est-à-dire que les conditions précédentes soient satisfaites. Les 
relations (i),(2),(3) impliquent — tous les 8 ik = b lk — «Oi^ étant réels — 
l'égalité des signes de 8 U , 8 22 , 8 33 . Nous en concluons, si e 1 ,e 2 ,e 3 repré- 
sentent l'unité positive ou négative, à cause des équations (1), (2), (3) et (5) 

8 n == e x l 2 , 8 22 = £ x m 2 , 8 33 = e x n 2 

8 23 = £ l Ê 2 mn » 8 13 = e l £ 2 Ê 3 n l » 5 12 = 6 l £ 3 ' m 

de sorte que le coefficient de <r 2 dans l'équation (287^) devient : 

i ^r s i[ û n l2 + û 22 m 2 + û 33 n 2 + 2Û 12 £ 3 lm-f 2û 23 £ 2 mn-f 2û 31 e 2 e 3 nl] 

^fi ^[v^sUi + v 2 ml 2 + v 3 e 2 nt 3 ] 2 

Pour qu'il soit nul, il faut et il suffit que 1, m, n, c'est-à-dire tous 
les 8 ik soient nuls. Dans ce cas et dans ce cas seulement l'équation en <r 
a trois racines nulles et l'équation en S trois racines S^ 

11 
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Mais si tous les 8 lk - b ik — w ik S 1 sont nuls, les b* sont proportionnels 
aux a>, k . La seule courbe du second ordre pour laquelle l'équation en S 
a trois racines égales est donc la courbe imaginaire 2*»ikXiX k = °> q ue 
nous avons nommée la courbe cyclique. 

184. Supposons maintenant que les trois racines S^Sg de l'équa- 
tion en S soient différentes, et que leur substitution successive dans le 
système (286) donne poui? les coordonnées des trois points correspondant 

yi>y2>> f 3 ; zi> z 2> z 3 ; w 19 w 2 ,w 3 

On a alors 

f( yi ) = Sl <o'( yi ) f( Zl ) = SXfo) f( Wl ) = S3a>\v Vl ) 

f'(y 2 ) = Sl o,'(y 2 ) f'(z. 2 ) = SXfe) f'(w 2 ) = S 3 o/(w 2 ) (288) 

P(y 8 ) = Sico'fo) f'fe) = S 2 0>'(Z3) f'(w 3 ) = S3Co'(w 3 ) 

et si Ton soustrait de la somme des trois premières multipliées par 
z^z^Zg les trois suivantes multipliées par y 1? y 2 ,y 3 on obtient : 

o = (Sj — S 2 )co(yz) 

ce qui, à cause de l'inégalité des deux racines, prouve que 

*>(yz) = (Witi + \hÏ2h + HVsts) (^z^! + 1*,% -h Hs^s) = ° 

c'est-à-dire que la distance sphérique des points yi et z { est un quadrant. 
Aux trois racines différentes correspondent donc trois points ou centres 
formant octant. C'est cet octant r{r 2 r 3 que nous allons prendre comme 
nouveau triangle de référence. 

185. Dans les formules générales du paragraphe (83) les coefficients bi k 
des équations (I) sont les coordonnées réduites des nouveaux sommets 
multipliées par les nouvelles valeurs y.{ des coefficients. Supposons donc 
que les yi,y 2 >y3 soient les coordonnées réduites multipliées x par \l{ pour 
le premier des nouveaux sommets r{, r 2 ,r 3 , etc. Elles n'en satisferont pas 
moins aux équations homogènes du système (288). 

Les formules générales de la transformation (152!) deviennent donc 

*i : x 2 : x 3 = (y 1 xi-f-z 1 x 2 4-w 1 X3) : (y 2 xi + z 2 x 2 -h w 2 x 3 ) : (y 3 x{ -h Zj,x 2 + w 3 xi) 



1 II s'ensuit w(yy) = jj-i 2 m(zz) — u.£ et w(ww) = ias*- 
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et Téquation de la courbe par rapport au nouveau triangle sera 

f(xx) :- 2b ik XiX k ^ 2bik(yixi 4- ZiXj 4- W|Xj) (y k x{ + z k x 2 4- w k x 3 ) -., 
x i* f (yy) + X2 2 f(zz) 4- x£*f(ww) 4- 2 x^ftyz) 4- 2 xjx£f(zw) -t- 2 XgX{f(wy) = o . 

Examinons les coefficients. Le premier s'obtient en ajoutant les 
trois premières équations du système (288) multipliées par yi,y 2 ,y 3 ; il 
est égal à ^ S^ Le second et le troisième sont ^ 2 S 2 et ^ 2 S 3 ; les trois 
derniers sont nuls. L'équation de la courbe par rapport à Yoctant des 
centres est donc 

K 2 SiXi*4- «/s 2 x 2 2 4- &%**= ° (289) 

ou si l'on introduit des coordonnées sphériques barycentriques , (en 
écrivant de nouveau x { au lieu de x^) 

S 1 X Ï + S 2 X 2 + S 3 X 3 = ° • ( 2 9°) 

186. Occupons-nous maintenant du cas où deux des racines, S x 

et S 2 par exemple, sont égales. Le « centre » w 1 w 2 w 8 correspondant à la 

troisième racine So est évidemment à une distance — de tous les autres 

2 

correspondant à la racine double S^ Ceux-ci forment ensemble (§ i83) 
une droite sphérique, et rien ne nous empêche de prendre sur ce grand 
cercle deux points yi et Zi étant à une distance — l'un de l'autre et formant 
ainsi avec Wi un octant que nous prenons comme nouveau triangle 
de référence. Les points yi,zietwi satisfont toujours les équations du 
système (288); on n'a qu'à remplacer S 2 par S r L'équation de la courbe 
sera donc dans ce cas, si p*' = 1 , 

s/xj 4- \\) 4- S 3 x* = 0. (291) 

187. On a déjà vu que les racines de l'équation cubique en S sont 
réelles et différentes de %éro, si l'on excepte le cas d'un discriminant 
nul. Quant à leurs signes deux cas peuvent se présenter : i° les trois 
racines possèdent le même signe; 2 deux signes diffèrent du troisième. 
Dans le premier cas il n'y a aucun point réel satisfaisant à l'équation : 
la conique sphérique est imaginaire. Dans le second cas, en supposant 
que c'est le signe de S 3 qui diffère de celui des deux autres, posons 

Si M t S 2 = <o 2 S 3 — — to s 
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Nous avons alors une courbe sphérique entourant le point r 3 (fig. 20) 
En effet, menons par le point r 3 une droite sphérique faisant un angle & 
avec le côté (ts,^) du triangle et sup- 
posons que cette droite rencontre le côté 
opposé en P 3 (t 3 ) et la courbe en P à une 
distance p du centre r 8 . 

Le vecteur-w/iité * de P 3 est 

sin<pt 2 4- cos^x 
le vecteur-unité de P est de même 




sinpt 3 4- cospt 3 

ou P-sinp^oscp^+sin^r^+cospts (29i bis ) 

Pour que ce point dont les coordon- 
nées barycentriques sont sino cos^, sinpsincp, cos? satisfasse à la courbe 



Fig. 20. 



9 9 9 3 2 8 

ù>lxl 4- v\x\ — 0)3X5 = o 
il faut et il suffit qu'on ait : (292) 

sin*p(o>J cos 2 <p+ <i>2 sin 2 cp) — <*> 3 cos 2 p = ou tg 2 p = co 3 : (m\ cos 2 5>4-«| sin 2 ?) 

On en tire pour toute valeur de 9 deux valeurs égales et opposées 
pour le rayon vecteur p. Le point r 3 est donc en réalité un centre. 

On trouve spécialement les rayons vecteurs a et p des sommets A et B 
en posant dans la formule précédente 9 = o ou © = — : 



tg*a=4 tg»p = -î (2 9 3) 

et par conséquent *>[ : <i>* : w 3 = cos 2 asin 2 {î : cos 2 £lsin 2 a : sin 2 asin 2 ,S. 

188. On voit facilement que les deux autres sommets de l'octant 
sont aussi des centres. Car si le point Xi satisfait à l'équation de la courbe, 
il en est de même pour le point diamétralement opposé. La courbe entière 
représentée par 

2 e *. 2 2 2 2 

(0 1 X Ï "•" w 2*2 W 3 X 3 === O 

se compose par conséquent de deux parties diamétralement opposées 
(fig. 20). Une droite passant par x x les rencontre en des points qui sont 

1 Le rapport de division de P s par rapport à x t et r* est — sinô : sin(^ — ô) ou 
— sinô : cosG . 



— i65 - 

à égale distance de r x . II est à remarquer qu'ici les points d'intersection 
ne sont pas toujours réels, car l'équation (292), qui devient 



2* — 



(o, 



tg a ? = 



o>J cos 2 ?— &>J sin'ç 



ne donne des valeurs réelles pour p, que lorsque (293) : 

tg 2 ® ^ »l : o>* ou tg»9 < tg 2 p. 

De même les droites partant de r 2 ne donnent des points d'intersec- 
tion réels que lorsque les angles qu'elles font avec le côté (t 2 9t 3 ) sont <j a. 

Nous appellerons r 3 le centre primaire, t t et t 2 les centres secondaires 
de la conique sphérique. Les sommets A et B peuvent évidemment s'écrire 



A = cosat 3 4- sinati 
ou à cause des équations (293) : 



B -.= cosptg 4- sinpr 2 



h , *i 



A - ^ -4- 

w 3 



B 



Wi 



03 3 0> 2 



Les tangentes dans ces points sont 



(294) 



o>iX, — oJqXq = O 



'1 A 1 



3^3 



et 



(»)„X, — w,Xo = o 



'2 A 2 



3 A 3 



Elles passent donc la première par t 2 , la seconde par t^. 

189. Diamètres conjugués. — Sur le troisième côté (fig. 21) de 
l'octant prenons un point t{ -- cos^ -f- sincpt 2 . Sa polaire passe par r 3 et 
en outre par un point ri = cos^ -f- sin|r 2 , 
qui est conjugué à r{ par rapport à la conique. 
On a donc 

S x coscp cos| •+- S 2 sinçpsin-]/ = o 

Supposons que les coordonnées barycen- 
triques d'un point quelconque soient Xi par 
rapport à r 15 r 2 ,r 3 et X A par rapport à r{,rj,r 8 . 
Dans ce cas nous avons 

Flg. 2 1. 

x i*i + x 2*2 + x 3 h X^cosoti -h sin (pt 2 ) 4- X 2 (cos'}r! 4- sin^r 2 ) + X 3 r 3 
Il s'ensuit pour la transformation : 




x x = X 1 coscp -h X 2 cos'l/ ; x 2 = XiSincp + X 2 sinJ/ ; x 3 = X 3 . 
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Par rapport aux triangles t l yt 2 ,t 3 et r^r^ta les équations de la 
conique sont donc, à cause de la relation existant entre tp et •} : 

2 2 Q 

11 ""■ 02X.J ~~*~ OqXq == O 

et focos 2 ? -f- S 2 sinV)XÏ -f- (SiCOsH -f- ^sin 2 ^ )X, — S3X3 = o. 

Calculons dans les deux cas les demi-axes de la conique. 
Pour le premier cas on a trouvé (2g3) 

tg>« = | , tg'fJ = | • 

Dans le second cas on obtient en posant X 2 = o 

focos 2 * -+- S 2 sin 2 <p) x\— S3X3 = o . 

mais les coordonnées 1 du sommet A' sont aussi sin a', o,cosa\ On 
a donc 

ta2 a ' = 5» : et te 2 B' = - S ^ 

* S^osH-h S 2 sin 2 © h p S^osH -h S 2 sin 2 4 

et les équations de la courbe peuvent s'écrire : 

Y* \' 9 Y Y* 

tg 2 * + tg 2 p Aa ~~ ° Cl • tgV ■+" tg 2 j*' x » ~ ° ' 

Les points r{,t2,t 3 forment un triangle conjugué par rapport à la 
conique : chaque côté est la polaire du sommet opposé. 

Il est cependant caractéristique pour le triangle en question que 
deux de ses côtés passent par le centre primaire r 3 . Ces deux côtés-là sont 
des diamètres cojijugués. 



1 r 3 r' et r 3 r 2 ' sont des quadrants. Si la distance sphérique de A' à r 3 est a', on a 
par conséquent A' cosa'r 3 + sina'rj . 






CHAPITRE XIV 



Faisceaux de coniques sphériques. 



190. Si <p(xx) = o et ^(xx) = o 
sont les équations de deux coniques 
sphériques en coordonnées ponc- 
tuelles, toute courbe, dont l'équa- 
tion est de la forme 

<p(xx) 4- X-I(xx) = o (295^ 

1 étant un facteur constant arbi- j 
traire, appartient au faisceau porte- { 
tuel de coniques sphériques déter- 
miné par 

^p(xx) = et '}( xx ) = o . 

Les points d'intersection de ces 
deux dernières courbes appartien- 
nent évidemment à toutes les cour- 
bes du faisceau ponctuel. 

191. Celui-ci est complètement 
déterminé par deux quelconques de 
ses courbes 

<P 4- Xj-j; = o et o 4- X 2 \!> = o . 
En effet, le nouveau faisceau 

(? + VW + K? + V*) = o 



Si cp(uu) = o et f K uu ) = ° 
sont les équations de deux coniques 
sphériques en coordonnées tangen- 
tielles, toute courbe dont l'équation 
est de la forme 

<p(uu) 4- X^(uu) = o (2g5 2 ) 

X étant un facteur constant arbi- 
traire, appartient au faisceau tan- 
gentiel de coniques sphériques dé- 
terminé par 

çp(uu) = o et 'l(uu) = o . 

Les tangentes communes à ces 
deux dernières courbes sont évidem- 
ment tangentes à toutes les courbes 
du faisceau tangentiel. 

Celui-ci est complètement déter- 
miné par deux quelconques de ses 
courbes : 

o -f- Xj'j; = o 4- ï^l = O . 



OU + 



jjlX, -f- \ 



.1; = 



j/ = o 



\l -+- I 

déterminé par les deux courbes données coïncide avec le premier, parce 
que, fi. étant arbitraire, le coefficient de •l prendra toutes les valeurs 
comme X. 
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192* Si un point x,' est sur deux 
courbes du faisceau ponctuel, que 
nous appelons 

cp(xx) = et *K XX ) = ° 

il est sur toutes les courbes du fais- 
ceau, parce que <p(x'x') et <J>(x'x') 
étant nuls il en est de même de 
<p(x'x') -f- X'Jz(x'x'), quelle que soit la 
valeur de X. 

198* Chaque droite \\ est en 

général tangente à deux coniques 

du faisceau ponctuel : 

^ (2961) 

<p(xx)+ty(xx) -- 2(bik+Xd lk )XiX k = o. 



Si une droite u{ est tangente à 
deux courbes du faisceau tangen- 
tiely que nous appelons 

<&(uu) = et +(uu) = o 

elle est tangente à toutes les courbes 
du faisceau, parce que ?(u'u') et 
•j/(u'u') étant nuls il en est de même 
pour <p(u'u') 4- X<J>(u'u'), quelle que 
soit la valeur de X. 

Par chaque point yt passent en 

général deux coniques du faisceau 

tangentiel : . - x 

(296,) 

<p(uu)+X'|(uu)- 2(bik+Xd ik )UiU k = o. 



car si nous écrivons l'équation (296^ en coordonnées tangentielles 



b u + Xd n 


b 12 4- Xd 12 


b 13 -h Xd 13 


"l 


b 12 ■+■ Xd 12 


D 22 "T" Xu 2 2 


b 2 s -f- Xd 2 3 


Ug 



b 13 -f Xd 13 b 9a -f Xd 93 bo« + Xd 



l 13 



'23 



23 



'83 



l 33 



U 



3 



U, 



U, 



U 



3 



= O 



nous obtenons après la substitution de]vt à u, une équation du second 
degré en X, ce qui prouve qu'il y a en général deux courbes réelles ou 
imaginaires du faisceau ponctuel pour lesquelles v { est une tangente. 



194. Si les points x[ et x[' sont 
conjugués harmoniques par rapport 
à deux courbes du faisceau ponc- 
tuel, ils le sont par rapport à toutes, 

Cafde «(x'x"). 2b lk x;x k " = o 



nous concluons 



2(bik + Xd lk )x[x,'' = o 



Si les droites ui et uî' sont con- 
juguées harmoniques par rapport à 
deux courbes du faisceau tangentiel , 
elles le sont par rapport à toutes, 

et .tfx'x") : - SdftxW = o 



c'est-à-dire que x[et x" sont conjugués harmoniques par rapport à toutes 
les courbes du faisceau ponctuel : 



o(xx) + X|(xx) 2(b ik +• Xd Ik )x,x k = o. 
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195. Si les points x[ et x(' ne 
sont pas conjugués harmoniques 
par rapport à toutes les courbes du 
faisceau ponctuel, ils le sont pour 
une courbe de ce faisceau. 



Si les droites u[ et uî' ne sont 
pas conjuguées harmoniques par 
rapport à toutes les courbes du fais- 
ceau tangentiel, elles le sont pour 
une courbe de ce faisceau. 



car si ?(x'x") et 'K x ' x ") n ^ s'annulent pas simultanément, il y a 
une valeur de X, pour laquelle <p(x'x") ■+■ X'^(x'x") s'annule, c'est-à-dire 
une courbe du faisceau ponctuel pour laquelle x( et x[' sont des points- 
conjugués harmoniques. 



196. Parmi toutes les courbes du 
faisceau ponctuel il y en a en général 
trots, qui se composent chacune de 
deux droites sphériques. 

Ce sont celles pour lesquelles le discriminant 



Parmi toutes les courbes du fais- 
ceau tangentiel il y en a en général 
trois, qui se composent chacune de 
deux points. 



b,, + Xd 



11 



'12 



11 



b 13 -h Xd 



Xd 12 



'22 * XU^2 



'23 



13 



Xd 



23 



b,* -4- Xd 



13 



b tta 4- Xd 



'33 



33 



(297)' 



b 12 + Xd 12 
b 2 

D23 -f- Xd 2 3 

s'annule. Comme il y a trois valeurs de X qui annulent ce déterminant, 
il y a aussi trois courbes du faisceau ponctuel, qui se composent chacune 
de deux droites *, et trois courbes du faisceau tangentiel, qui se composent 
chacune de deux points. 

En général, les trois racines seront différentes, chaque couple se 
composera de deux droites (points) sphériques distinctes, et il y aura 
trois points singuliers (droites singulières) distincts. C'est de ce cas 
général seulement que nous nous occuperons. 

197. Les polaires d'un point Les pôles d'une droite quelcon- 

quelconque x( par rapport à toutes que uï par rapport à toutes les 

les coniques du faisceau ponctuel 2 | coniques du faisceau tangentiel * 

passent par un autre point xi'. | sont sur une autre droite u[. 



1 Le couple de droites qui correspond à une racine complexe de cette équation 
cubique est représenté par une équation à coefficients complexes. 

2 II faut cependant que xi(ui'j ne soit pas un(e) des points singuliers (droites- 
singulières), que donnent les trois courbes dégénérées du faisceau ponctuel (tangentiel). 
Chaque point singulier (droite singulière) a par rapport à toutes les courbes du faisceau 
ponctuel (tangentiel) la même polaire (le même pôle). (Voir | 198.) 
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Supposons en effet que xi soit un point quelconque. Toutes ses 
polaires par rapport au faisceau ponctuel sont données par l'équation 

2(b lk + XdnJxixJ - ?(xx') + X^(xx') = 0. 

Ce sont donc toutes des droites passant par le point d'intersection 
des polaires : 

o[xx r ) = et 'K xx ') = ° • 

198. Si yi et yî' sont les points singuliers de deux courbes dégénérées 
du faisceau ponctuel, c'est-à-dire les points d'intersection de deux couples 
de droites correspondant à deux racines différentes \ et Xg de l'équation 
cubique en X, nous avons (§ 177) : 

(b u +/ 1 d 11 )y' 1 +(b, 2 +À 1 d 12 )y^(b 13 4-X 1 d 18 )y 3 ^o (b u 4->. î d,0y 1 4( b iî u s d i»)y2+< t) i3^Mi3)ys o 
(b 12 f). 1 d 19 )y 1 +(b w 4->. l d 29 )y 2 +(b 23 -|->. 1 d M )y3 — o (b 12 -t X ï d 12 )y 2 +(b M +). î d w )y 2 4{b î 34)^d 23 )y 3 . o 
(big-i-Àidjs))^ (bM+Àidjaly^ (bsa-f-X^jKjJya = o (b 1 34-À 2 d 1 3)y3+(b 23 +) < jd 2 g)y 2 +{b S3 +>. 2 d 3s )y 3 — o 

La somme des trois premières multipliées par y", y»",}^" est 

2(b lk + XidiOyîyi' = o . 
Celle des trois dernières multipliées par y^y^y» est 

2(bik + X s d, k )yîy k " = o . 
A cause de l'inégalité des racines \ et Xj, nous en concluons 

2biky(yk' = et 2d lk y[y k " = o. 

c'est-à-dire que y[ et y" sont conjugués harmoniques par rapport à deux, 
donc (| 194) par rapport à toutes les courbes du faisceau ponctuel. D'après 
notre hypothèse l'équation en X a trois racines différentes, correspondant 
à trois couples de droites distinctes. Il y a donc trois points singuliers 
yi,yî',yï". Le point yî' est conjugué harmonique avec yî par rapport à 
toutes les courbes du faisceau ponctuel. Il en est de même pour y'". La 
droite (y'/, yî") est donc polaire de yj par rapport à toutes les courbes du 
faisceau. De même (yî",yî) est polaire pour jf et (y',}''') pour yî". Le 
triangle (y',}'",}'"') est donc un triangle conjugué à toutes les coniques 
du faisceau ponctuel. 

De la même manière on démontre que dans le cas d'un faisceau 
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tangentiel les trois droites singulières passant par les trois couples de 
points qui en font partie forment un trilatère (vî,v'',v'") conjugué à 
toutes les courbes du faisceau tangentiel. 

199. Les points singuliers y[, y/, y'" Les droites singulières v',v(',vf 

sont les seuls qui, par rapport à ; sont les seules qui, par rapport a 

toutes les courbes du faisceau ponc- | toutes les courbes du faisceau tan- 

tuel, possèdent la même polaire. , gentiel, possèdent le même pôle. 

En effet, pour que la polaire d'un point x' 

2(bik H- Xd ik )x Xk = o 

soit indépendante de X, il faut il suffît que les droites 

2bikXiXk = o et 2dikXi\ k = o 

coïncident, ce qui implique la proportionnalité des coefficients de x t etc. 
Nous trouvons ainsi, si — o est le facteur de .proportionnalité, les 
conditions 

(b n + ?d n )x{ + (b 12 + pd 12 )x 2 -h (b 13 4- pd 13 )xi = o 

(b 12 4- ?d 12 )x{ 4- (b 22 4- pd 22 )x^ 4- (b 23 4- gd 23 )x 3 = o • (298) 

(b 13 -4- pd 13 )x; 4- (b 23 4- pd 23 )x 2 4- (b 33 4- pd 33 )x 3 = o 

L'élimination des x( conduit d'abord à une équation cubique en s, 
qui est la même que l'équation (297) en X trouvée plus haut. Les valeurs 
de x' qui correspondent aux trois valeurs de p sont donc de nouveau 
yî,y[',yî". Il n'y a que ces trois points qui, par rapport à toutes les courbes 
du faisceau ponctuel, ont la même polaire. 

200. Prenons (y\y'\y'") comme triangle de référence l . Les équa- 
tions des courbes o(xx) = et '}(xx) = o prennent la forme 

fcjXj 4- p,,x:> +p 33 xj = o 



*> 



2 



ÔjjXj -f- $ 22 x 2 -f- o 33 X 3 = O 



1 Four que le triangle de référence dont les sommets sont (1,0,0), <o, 1,0), (0,0, 1) 
soit conjugué ou triangle polaire par rapport à une courbe XSikXiXk — o il faut que la 
polaire du premier sommet S,,*! + 6 1? x 2 + 8 i; ,x s — o coïncide avec le premier côté 
x Â = o, ce qui implique S 12 = o, a = o. Il faut aussi que la polaire du second sommet 
coïncide avec le second côté x,= o, etc., de sorte que l'équation de la courbe doit être 
de la forme onx? -f- 5?»xî -f 6 33 x!J -. o . 
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et ceci nous permet de déterminer les points communs à ces deux courbes r 
qui sont les points communs à toutes le coniques du faisceau. En effet, 
en éliminant X t ou X 2 les deux équations précédentes deviennent 

(P 2 2 8 ll — Pll 8 22) X 2 -»- (PsAl — ?11 8 83)X 3 = O 
(Ps3 8 22 ?22 $ 33) X 3 + (Pll 5 22 P22 8 tl) X l = O . 

La première représente deux droites passant par le premier sommet, 
la seconde représente deux droites passant par le second sommet. Ces 
deux couples ont en général quatre points d'intersection. 

Les courbes 9 = o et •]> = o et par conséquent toutes les coniques du 
faisceau ponctuel passent donc en général par quatre points fixes. De la 
même manière on démontre que toutes les coniques d'un faisceau tan- 
gentiel possèdent en général quatre tangentes communes. 

201. Cherchons encore le lieu | Cherchons encore le lieu géomé- 
géométrique des pôles x; de la droite ! trique des polaires \V du point donné 
donnée v 4 par rapport à toutes les ; y { par rappport à toutes les courbes 
courbes du faisceau ponctuel. i du faisceau tangentiel. 

Si x[ est pôle de la droite Vi, celle-ci est réciproquement polaire de xf. 
Il doit donc y avoir proportionnalité entre les v, et les coefficients de x[ 
dans l'équation de la polaire, c'est-à-dire 

(b n 4- Xd n )x; 4- (b 12 4- >d 12 )x 2 4- (b 13 4- Xd 13 )xi = pv, , etc. 
On en tire en éliminant X et : 
Mi 4- b 12 x 2 4- b 13 x 3 d n x; 4- d 12 x 2 4- d 13 x 3 \ x 
b 12 Xj 4- b 22 x 2 4- b 23 x 3 d 12 xî 4- d 22 x 2 4- d 23 x 3 v 2 
bi 3 x 1 4- b 23 x 2 4- b 33 x 3 d 13 Xj 4- d 23 x 2 4- d 33 x 3 v 3 



= o . (299) 



Les v t sont constants. Cette équation prouve donc que les xf se 
trouvent sur une conique dont (299) est l'équation. 

Cette conique passe par les sommets du triangle polaire commun à 
toutes courbes du faisceau ponctuel, c'est-à-dire parles points yî, yf, yï" ; 
car les coordonnées satisfaisant aux équations (298) rendent propor- 
tionnels les éléments des deux premières colonnes de (299). 

La droite \i, comme toute autre droite, rencontre en deux points la 
conique (299) — lieu géométrique de ses pôles. — Dans le faisceau 
ponctuel il y a par conséquent deux coniques pour lesquelles le pôle de 
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Vi est sur la droite Vj elle-même, c'est-à-dire deux courbes pour lesquelles 
Vj est tangente, ce qui permet de dire (§ 193), que chaque droite sphé- 
rique est en général tangente à deux coniques du faisceau ponctuel. 

De la même manière, on démontre que par chaque point de la 
surface sphérique passent en général deux coniques du faisceau tangentiel. 



202. Les couples de points d'in- 
tersection que donne une droite 
quelconque avec les coniques d'un 
faisceau ponctuel sont en involution. 



Les couples de tangentes qu'on 
peut mener d'un point quelconque 
à toutes les coniques d'un faisceau 
tangentiel sont en involution. 



En effet, pour que le point x( 4- fxxî' de la droite (x\ x") soit un point 
•d'intersection avec la courbe <p(xx) 4- X<J/(xx) = il faut et il suffit que 

2(b. k 4- Xd ik )(x( 4- {xxD(x k 4- K') = o 
soit satisfaite. Cette équation du second degré en \l peut s'écrire : 

(A t 4- M, )[i* 4- 2 (B t 4- XBjXu 4- (Q 4- XQ) = o . 
Ses racines p. x et ^ satisfont aux conditions : 

2(Bx 4- XR 2 ) Q 4- XC, 

* + *- A] + xa 2 et ^ == ÂTTTÂ 2 ' . 

En éliminant X on trouve donc une équation de la forme 

D ftfia 4- Etfij -h t*,) 4- F = o 

• 

«ce qui d'après (170) prouve que les points d'intersection P n P[; P 2 , P 2 ';... 
sont en involution. 

On voit sans peine que les deux courbes du faisceau ponctuel, pour 
lesquelles la droite (xf,xf) est tangente, déterminent les points doubles 
de l'involution. 

De même les deux courbes du faisceau tangentiel passant par le 
point (u[, u") donnent deux tangentes qui sont les rayons doubles de 
l'involution déterminée par tous les couples de tangentes, qui du même 
point (uî,u") peuvent être menées aux courbes du faisceau tangentiel. 



CHAPITRE XV 



Foyers et droites cycliques. 

203. Si le discriminant d'une conique sphérique n'est pas nul, les 
racines Si de l'équation cubique en S sont réelles et différentes de zéro. 
Par rapport à l'octant des centres, l'équation de la conique peut s'écrire 



^j Xj —j— O2X2 ~J~ ^3^8 —^ O 



(3oo) 



ou en coordonnées tangentielles : 

S 2 S 3 uJ H- S 3 S,U2 + S^uf = o . (3oi) 

La courbe imaginaire : 

X? + X2 + X3 = O (302> 

qui en coordonnées tangentielles prend la forme 

uï + uî 4- u? = o (3o3) 

mérite une attention spéciale. Cest la courbe cyclique (% i83). 

Pour fixer les idées supposons (5 188) que dans l'équation (3oo) le 
coefficient de ** soit négatif. Remplaçons-le par — S 8 et supposons encore 
S 1 <S 2 . Les équations de la courbe sont alors en coordonnées ponc- 
tuelles et tangentielles 

S x x* -f- S 2 x* — S 3 \j = et SgSgU, -f- S,S,uf — S,S 2 u 3 = o . 



204. Considérons maintenant le 
faisceau ponctuel i^oa ) 

dans lequel la seconde conique est 
la courbe cyclique. 

Son discriminant étant : 

— (Si — X)(S» — X)(Sb + X) 

il y a (§ 177) dans le faisceau ponc- 
uel trois couples de droites corres- 



Considérons maintenant le fais- 
ceau tangentiel ^^ 



S 2 S 3 uf+S 3 S 1 u 8 -S 1 S 2 U3-A(u l +U2+U3) = o 

dans lequel la seconde conique est 
la courbe cyclique 

Son discriminant étant : 



~ (S 2 S 3 — X) (SgSi — X) foS, 4- X) 

il y a (§177) dans le faisceau tangen- 
tiel trois couples de points corres- 
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pondant aux trois valeurs réelles 
et différentes S^S^, — S 3 , qui an- 
nulent ce discriminant. 

La substitution successive de ces 
trois valeurs dans l'équation (3o4 x ) 
donne en effet les couples de droites 

(305,) 
(S, — Si)xl — (S, -4- Sj)xJ - o 

(Si — S 2 )x* — (S 3 + S 2 )4 = o 

(Sj + S 3 )x? 4- (S, + Ss)xî = o . 

Les deux premières passent par 
le premier sommet, les deux sui- 
vantes par le second sommet, etc. 
Les six droites obtenues sont les 
droites cycliques pour toutes les 
coniques du faisceau ponctuel, en 
particulier pour la conique 



ou 



S|Xj -f- S2 X2 — ^3X3 — o 

S 2 S 3 u* + §3S A u| — S^uJ = o . 



La racine S t est, d'après notre 
hypothèse, inférieure à S 2 ; il s'ensuit 
que la première seu- 
lement des équations 
(305,) peut être décom- 
poséeendeuxfacteurs 
linéairesàcoefficients 
réels. Il n'y a donc que 
deux droites cycli- 
ques réelles: les qua- 
tre autres sont ima- 
ginaires. 

Les deux droites 
cycliques réelles f x et f 3 passent par 
le point r A (et — tx) de l'octant des 
centres (fig. 22). 



pondant aux trois valeurs réelles et 
différentes 8283,838!, — S^, qui 
annulent ce discriminant. 

La substitution successive de ces 
trois valeurs dans l'équation (30^) 
donne en effet les couples de points 

(3o5 2 ) 
Sjto — S,)uî — S, (S! + S,)!!* = o 



Ss(Sj 



Si)uï 



.2 



2 



Si(s 2 + s 3 K = o 



2 




S2(S 3 + SJuf 4- s x (s 3 + s 2 )u; = o 

Les deux premiers sont sur le 
premier côté, les deux suivants sur 
le second, les derniers sur le troi- 
sième côté. Les six points obtenus 
sont les foyers pour toutes les co- 
niques du faisceau tangentiel, en 
particulier pour la conique 

S 2 S 3 u* + SgS^ — S&ul = o 

OU , 2 2 .2 

S^Xj -f- S 2 x 2 — S3X3 == o . 

La racine S x est, d'après notre 
hypothèse, inférieure à S 2 . Il s'ensuit 

que seule la seconde 
des équations (3o5,) 
peut-être décomposée 
en deux facteurs li- 
néaires à coefficients 
réels. Il n'y adonc que 
deux foyers réels; 
les quatre autres sont 
imaginaires. 

Les foyers réels F t 
et F 2 sont sur le se- 
cond côté (rsjtx) de l'octant des 
centres (fig. 22). 
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205. En décomposant le pre- 
mier membre de la première des 
«équations (305^ on obtient 



XjVSjj-S, ± x 3 v / S 8 + S l = o 
Il s'ensuit * que 



En décomposant le premier mem- 
bre de la seconde des équations (3o5 2 ï 
on obtient 



Il s'ensuit l que 



«ont les vecteurs des deux droites 
cycliques réelles. 

206. Les coniques du faisceau 
ponctuel (3o4i) ayant toutes les 
mêmes droites cycliques sont ap- 
pelées concycliques . En coordon- 
nées tangentielles leur équation peut 
s'écrire (| 176^) : 

t t * 

La position du centre primaire 
de ces courbes dépend de la valeur 
de X. Pour certaines, le centre pri- 
maire est r 3 , pour d'autres c'est r 2 
tandis que d'autres encore sont ima- 
ginaires. 

En effet, on voit aisément que 
pour des valeurs de X supérieures à 
la plus grande des racines S 2 ou 
inférieures à la plus petite — S 3 , 
les trois coefficients dans l'équa- 
tion (30^) prennent le même signe : 
les courbes correspondantes sont 
■donc imaginaires. 

Pour les valeurs de X entre — S 3 



i v'S^+S.) , r, ± VS S (S,- S,) . r, 

sont les vecteurs des deux foyers 
réels. 

Les coniques du faisceau tangen- 
tiel (3o4s) ayant toutes les mêmes 
foyers sont appelées con focales. En 
coordonnées ponctuelles leur équa- 
tion peut s'écrire (f 1 7Ô bis ) : 



» 
Xt 



t 
X» 



- <,<?', . =0. (3o6.) 



La position du centre primaire 
de ces courbes dépend de la valeur 
de X. Pour certaines parmi elles le 
centre primaire est r s , pour d'autres 
c'est tu tandis que d'autres encore 
sont imaginaires. 

En effet, on voit aisément que 
pour des valeurs de X supérieures à 
la plus grande des racines S^ ou 
inférieures à la plus petite — S^* 
les trois coefficients de l'équation 
(3042) prennent le même signe : les 
courbes correspondantes sont donc 
imaginaires. 
Pour des valeurs de X entre — S^ 



1 Le triangle de référence est un octant : les h coïncident avec les n . En outre, 
nous avons jjli = 1 et vi = sin Ai = 1 . 
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et S x les deux premiers coefficients 
de l'équation (3o4 t ) : 

ft-xjxj + (S 2 -X)x 2 2 - (Sj+X)xî = o 

sont positifs, le troisième négatif. 
Les courbes correspondantes en- 
tourent le point r 3 , tandis que pour 
des valeurs de X entre S x et S 2 le 
signe du second terme diffère de celui 
des deux autres. Les courbes cor- 
respondantes entourent donc (§ 187) 
le point r 2 . 

Parmi les coniques concycliques 
réelles contenues dans l'équation : 



et SiSg les deux premiers coeffi- 
cients de l'équation (3o4o) : 

(S 2 S 3 -ÀKH-(S 3 S 1 -).)u 2 2 -(S 1 S 2 +x)ui = o 

sont positifs, le troisième négatif. 
Ces courbes entourent donc le point 
t 3 , tandis que pour des valeurs de X 
entre S 1 S S et S 2 S 3 le signe du pre- 
mier terme diffère de celui des deux 
autres. Les courbes obtenues dans 
ce cas entourent par conséquent le 
point t v 

Parmi les coniques confocales 
réelles contenues dans l'équation : 



(S-à)xî + (S 2 ->.)x|-(S 3 +>)x? =0 (307) (S 2 S 3 -x)uf + (S 3 S 1 -) > )u;-(S 1 S a +x)uï=o 



222 
u t { u 2 u 3 



= 



ou 

(3o8) 



X 



-2 






x* 



OjOg— ■ • A ^3^*1 »» ^1^2 ' ^ 



o 



il y a donc deux catégories : i° celles 
qui entourent le point r 3 ; 2 celles 
qui entourent r 2 • 

207. On a vu au §201, que toute 
droite sphérique est en général tan- 
gente à deux courbes d'un faisceau 
ponctuel de coniques. 

Cherchons donc les coniques 
concycliques qui sont tangentes à la 
droite donnée v t . La substitution de 
Vi à Ui dans l'équation (3o8) donne 



v, 



V* 

Vo 



Sj — X 



+ s 9 -x ~~~ 



v, 



s 3 +* 



= o. 



Cette équation quadratique en X 
a une racine entre — S 3 et S i9 et 
une seconde entre Si et S 2 car le 
premier membre \ multiplié par le 



il y a donc deux catégories : i° celles 
qui entourent le point t 3 ; 2 celles 
qui entourent t x . 

On a vu au §201, que par tout 
point de la surface sphérique passent 
en général deux courbes d'un fais- 
ceau tangentiel de coniques. 

Cherchons donc les coniques 
confocales qui passent par le point 
donné yi . La substitution de y r à Xi 
dans l'équation (3o8) donne 



v 



4- 



y; 



V 2 
->8 



ooOy— ~A ^*a^i — A o^og 1 X 



= O. 



Cette équation quadratique en X 
a une racine entre — S X S 2 et S 1 S 3 
et une seconde entre S^ et S 2 Sg, 
car le premier membre x , multiplié 



1 A cause de — S 3 < S L < S 2 on a aussi — SxS* < SxSg -< S 2 S- { . 



12 
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produit des dénominateurs, est né- 
gatif pour X = — S 3 , positif pour 
X = S x et de nouveau négatif pour 

A la première de ces racines 
correspond une conique S' ayant, 
d'après le § 206, r 3 comme centre pri- 
maire, tandis que la courbe £" cor- 




Fig. 23. 

respondant à la seconde racine en- 
toure le point r 2 (fig. 23). 

Construisons sur la droite Vj les 
points de contact yî et yî' des deux 
courbes S' et 2". Le point y! ; est 
sur Vi , c'est-à-dire sur la polaire de 
yî par rapport à S'. Les points yî 
et y" sont donc (§ 173) des pôles 
conjugués pour L\ Ils le sont de 
même pour S", donc (§ 194) pour 
toutes les coniques du faisceau ponc- 
tuel, auquel appartient aussi la 
courbe cyclique 

x* + x 2 4- x| = o . 
Il s'ensuit que 

yi'yi" + yiyï + yfo" - 
(y/ti 4- y&+ yiv s ) (yl'ti+yi%+yi't 8 ) 

est nul, c'est-à-dire que les deux 
points de contact donnés par les 



par le produit des dénominateurs, 
est négatif pour X = — S^ , posi- 
tif pour X = SjSg et de nouveau 
négatif pour X = S 2 S 3 . 

A la première de ces racines 
correspond une conique C ayant, 
d'après le § 206, r 3 comme centre, 
tandis que la conique C" correspon- 




Fig. 24. 

dant à la seconde racine entoure le 
point ti (fig. 24). 

Construisons en y t les tangentes 
vf et vi' aux deux courbes C et C". 
La droite v" contient yi, c'est-à- 
dire le pôle de vî par rapport à C. 
Les droites vî et v{' sont donc (§ 173) 
des polaires conjugués par rapport 
à C. Elles le sont de même pour 
C"; donc (% 194) pour toutes les 
coniques du faisceau tangentiel, 
auquel appartient aussi la courbe 
cyclique • 

u î + U 2 ~+~ u s — ° - 
Il s'ensuit que 

Vi'Vi" + v 2 'v 2 " -h v 8 'v s " = 

(v 1 , r 1 4-v 2 , r 2 -i-v 3 'r 3 )(v 1 "r 1 4-v 2 "r 2 + v 3 "r 3 > 

est nul, c'est-à-dire que les droites 
tangentes aux courbes confocales 
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coniques concycliques tangentes à la 
droite Vi ont unedistancesphérique— • 

208. Les points y[ et y{' de la 
droite v sont conjugués par rapport 
aux points d'intersection z' et z" que 
cette droite donne avec une courbe 
quelconque du faisceau ponctuel. 
Ce sont donc — l'arc y'y" étant 
droit — les milieux (intérieur et 
extérieur) de la corde zTz 77 (§ 182) 

Une des courbes du faisceau est 
formée par les deux droites cycli- 
ques f t et f 2 . 

Nous avons donc (fig. 25) aussi 
bien l'égalité des arcs y 7 ? et z 77 )? que 
celle des arcs y't' et 
t"y' et comme consé- 
quence l 'égalité des arcs 
z 7 ? et Pz 77 , ce qui re- 
vient à dire : 

Si l'on détermine 
les points d'intersec- 
tion t' et t" d'une droite sphérique 
avec les droites cycliques, les points 
d'intersection z' et z", que la même 
droite donne avec une des courbes 
du faisceau ponctuel (30^) sont à 
égale distance de t' et t". 

209. Le vecteur d'une des droites 
cycliques (§2o5) est 

VVs;.r 8 -v^=s;.r 2 (30QO 

Si elle rencontre le premier côté 
de l'octant en un point, qui est à 
une distance cp du centre primaire 

coso.r 3 -+- sin<p.r 2 (3iOj) 




Fig. 2 5 



passant par le point y t sont nor- 
males. 

Les droites v( et v" passant par 
le point yi sont conjuguées harmo- 
niques par rapport aux tangentes 
W et w" qui du point yi peuvent 
être menées à une courbe quelcon- 
que du faisceau tangentiel. Ce sont 
donc— V angle v'v" étant droit — les 
bissectrices de l'angle w'w" (§ 182). 
Une des courbes du faisceau 
est formée par les deux foyers 
Fjl et F 2 . 

Nous avons donc aussi bien 
l'égalité des angles v'w' et w'V que 
^ celle des angles v 7 ? et 

s'V et comme consé- 
quence encore l'égalité 
des angles s 7 ^ 7 et w"s", 
ce qui revient à dire : 
Si l'on relie un 
point de la surface 
sphérique aux deux foyers par les 
droites s' et s", les tangentes w' 
et w" menées par le même point à 
une des courbes du faisceau tan- 
gentiel (3o4s) font des angles égaux 
avec s' et s". 



Le vecteur d'un des foyers (§ 2o5) 



est 



V5^TS 8 ) . r.+ySjfc— Sj.tj (3og 2 ) 

Si sa distance au centre primaire 
de l'octant est c, nous pouvons en- 
core l'écrire 

cosc.r 3 4- sincti (3io 2 ) 
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on aura, le produit scalaire de (30^) 
et (310^ devant être nul : 



cosoySs + S, — sm;pv'S 2 — S, = o 
ou encore 

o « — S S 

On a trouvé (2g3) pour la moitié 
p du petit axe de la conique sphé- 
rique 

w = | 

On voit sans peine (fig. 22) : 
t g *cp>tg2p. 

210. On arrive à une construc- 
tion des droites cycliques de la 
manière suivante. Les relations : 



sin z a = 0-7-0-- • sin 2 p = 0-7-0- ; 



Les vecteurs (3og 2 ) et (3io 2 ) ne cu- 
vent différer que par un facteur 
constant, on a donc 

VS X (S 2 + S 3 ) : cosc = v'SjtSj-S.) : sine 

ou encore : 

fo 2 r S 3 (S 2 — S t ) 

On a trouvé (293) pour la moi- 
tié a du grand axe de la conique 
sphérique 

«•- - 1 

On en conclut (fig. 22). 
tg 2 c < tg 2 a. 

On arrive à une construction 
des fovers de la manière suivante. 
Les relations : 



cos 2 a = 



Si 



S, 



donnent 



c.c y COS" |5 — c 1 c î 
SJS^+Sa) 



cos z c = 



T sin z a 



donnent 



cos-c = 



SJS, +S S ) 

cos* a 
cos 2 fi 



Il s'agit donc de construire^un triangle sphérique rectangle dont a est 
l'hypoténuse et p un des côtés de l'angle droit. Le troisième côté sera c et 
l'angle opposé au côté p sera 9. 



211. Reprenons le faisceau ponc- 
tuel : 

S lX ï + S y xî - S 3 xJ — >.(x] + xr, + x*) = o 

Après substitution de Si à X le 
premier membre peut être décom- 
posé en deux facteurs linéaires réels : 

l f u/Xi + u 2 'x 2 + u 3 'x 8 

1" - U 1 "X 1 -+- ui% 4- U;"Xy 



Reprenons le faisceau tangen- 
tiel : 

S. 2 S 3 u? + S 3 Siu5 — SiS 2 uJ— >.(uj 4- u] -f-u p = o 

Après substitution de 838! à X le 
premier membre peut être décom- 
posé en deux facteurs linéaires réels: 

m' x[ux + x 2 u 2 + XgU 8 



m 



a 



^if 



h 



n. 



Xi'Ui + X 2 U 2 -+- X3 U 8 



181 — 



qui égalés à zéro : 

Y = o , 1" = o 



qui égalés à zéro : 



m -— o , m 



ft 



sont les équations des deux droites sont les équations des deux foyers, 
cycliques. 



S'il en est ainsi, nous avons 

O j A j | OqAq ~ —~ On As 

S^xJ + xï+xîi + lT'^o. 

Il s'ensuit si les Xi sont les coor- 
données barycentriques d'un, point 
satisfaisant à cette équation, c'est-à- 
dire d'un point de la courbe * : 

Si 4- u^' sine' sine" = o 



ou 



tf 



sine sine = const., 



pourvu que e' et e" représentent les 
distances du point Xj aux deux 
droites cycliques. 

L'équation peut être interprétée 
de la manière suivante : si e' et e" 
sont les distances d'un point de la 
conique aux deux droites cycliques, 
le produit de leurs sinus est cons- 
tant. En partant du point B dont 
les distances aux droites cycliques 
sont o — ^ et o -I- , r i on trouve pour 
cette valeur constante 

Si 



0>ï !" 0«! 



S'il en est ainsi, nous avons : 

S 2 S 3 u? + S 3 S t u; — S,S 2 u* - 

SiS»(uï + uj + uj) -h m'm" = o . 

Il s'ensuit si les Ui sont les coor- 
données barycentriques d'une droite 
satisfaisant à cette équation, c'est-à- 
dire d'une tangente à la courbe : 

S 3 Si + x^' sin 8' sin 8" = 

ou sin 8' sin 8" = const., 

pourvu que 8' et 8" représentent les 
distances de la droite Ui aux deux 
foyers. 

L'équation peut être interprétée 
de la manière suivante : si 8' et 8" 
sont les distances d'une tangente 
de la courbe aux deux fovers, le 
produit de leurs sinus est constant. 
En partant de la tangente en A 
dont les distances aux foyers sont 
a — ceta + con trouve pour cette 
valeur constante. 

SA 



S,l S^-j-Sj 



212, Une droite quelconque p ; Un point quelconque P de la 
tangente à la conique détermine ! conique détermine avec les deux 



1 Les xi sont les coordonnées barycentriques (y.i = i et vi = sin Ai = i) par rap- 
port à l'octant. Nous avons donc d'une part xj h x| + xj =.-_ xj et d'autre part 

V — (u[xi + \i 2 \ q + 113X3) (u[r L + Uor., + u s 'r 3 ) (x^ + x.x, + x a r 3 ) = u 4 x 4 sin e' 
si s' est la distance de Xi à la première droite cyclique. 
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avec les droites cycliques f x et f 2 
un trilatère sphérique dont la sur- 
face est constante. 

En effet, soit a 3 Tare de la tan- 
gente compris entre les droites cycli- 
ques. On a, y{ étant le milieu de 
cet arc : 



sin A, = 



ou 



sin e' 
sin — 

2 



a a 



cî„ a sin s" 

sin A, = — — 
z au 

sm- 



*inA 1 sinA 2 sin* — = sine' sine" = const. 

si A x et A 2 sont deux angles exté- 
rieurs du triangle formé par r x et 
les intersections de la tangente p 
avec les droites cycliques. 

Si 2 S est la somme des trois an- 
gles extérieurs de ce triangle l'équa- 
tion précédente peut s'écrire (36) : 

sin S sin (S — A 3 ) = const. 

ce qui prouve que S est constant, 
A 3 étant l'angle donné ir — 29. 11 
en est de même de l'excès sphérique 
et de la surface du triangle. 

Un des angles du triangle va- 
riable a toujours la valeur 7: — 29, 
tandis que la somme constante des 
deux autres est n — 2 p pour l'un 
des triangles qu'on obtient et tz -f- 2 p 
pour l'autre. On le voit facilement 
en faisant tourner la droite jusqu'à 
ce qu'elle devienne tangente en B. 

213. Supposons, que f (xx) = o 
et F (uu) = o soient, par rapport à un 
octant r 1 t 2 f 3 , en coordonnées ponc- 
tuelles et tangentielles barycentri- 
ques les équations d'une même co- 
nique, et que le faisceau ponctuel 

f (xx) — Xw(xx) = o 



foyers un triangle sphérique, dont 
le périmètre est constant. 

En effet, soit A 3 l'angle des droites 
FJ> et PF 2 . On a, v' étant sa bis- 
sectrice 



sin a, = 



sin 5' 
sin — 



sina^ = 



sinô" 

. A. 

sm-=- 



OU 

sin a t sin a 2 sin» -^ = sin 8' sin 5" = const. 

si 3L t et a^ sont deux côtés du trian- 
gle formé par les rayons vecteurs 
F^, PF 2 et la droite de jonction 
des deux foyers. 

Si 2 s est le périmètre du triangle 
formé par P, ¥ l et F 2 l'équation 
précédente peut s'écrire (36) : 
sin s sin(s — a 3 ) = const. 

ce qui, a 8 étant l'arc donné 2c, 
prouve que s est une constante. 



Un des côtés du triangle variable 
est toujours 2c, tandis que la somme 
constante des deux autres est 2a. 
On le voit facilement en prenant 
le triangle formé par le sommet B 
et les deux foyers F x et F 2 qui 
sont à une distance sphérique a du 
sommet B. 

Supposons, que F(uu) = o et 
f(xx) = o soient, par rapport à un 
octant tit 2 r s , en coordonnées tan- 
j gentielles et ponctuelles barycen- 
; triques les équations d'une même 
I conique, et que le faisceau tangentiel 

F(uu) — Xtt(uu) = o 
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donne deux droites réelles pour 

Le point d'intersection d'une de 
ces droites Vi avec une droite quel- 
conque Ui , dont les coordonnées sont 

V 2 U 3 — V 3 U 2> V 3 U 1 — V 1 U 3> ViU 3 — V 2 U! 

satisfera évidemment à 

f(xx) — X 1 w(xx) = o 
et nous avons 

ffVgUs-VgU^VaUt-ViUa,...)— X lW (v s u 3 -v 8 u 2 ,...) 

= O. 

ou encore d'après l'identité (284 bis ) 

F(uu). F( vvHFfuv^-^BwlVaUs-VsUj,.. )=o. 

Si Ui n'est pas une droite quel- 
conque, mais une tangente à la 
courbe F(uu) = o, le premier terme 
disparaît et nous avons : 

[F(uv)]» = - XiBwfVaUa— v 8 u 2 , VgUi— v^a,..) 



donne deux points réels pour X = \ 

La droite de jonction d'un de 
ces points y { et d'un point quelcon- 
que x i5 dont les coordonnées sont 

y 2 x s — y 3 x 2 , ys x i — > r i x 3> Yi** — y 2 xi 

satisfera évidemment à 

F(uu) — X t û(uu) = o 
et nous avons 

= o. 
ou encore d'après l'identité (284 bis ). 

f(xx).f(yy)-[f{yx)]«— ) >1 û{y 2 x 8 -y 8 x 2f ...) = o 

Si x L n'est pas un point quelcon- 
que, mais un point de la courbe, 
f(xx) = o, le premier terme dispa- 
raît et nous avons : 

[f(xy)]» = - ^QiysXj, - y s x 2 , y 9 x x — y^,...) 



214. Ces équations ont une signification géométrique très simple. 
Cherchons celle de la seconde. Il est évident, rit 2 r 3 étant un octant, qu'elle 
peut s'écrire : 



[(x^+x^+x^) { (b 11 y 1 +b 12 y 2 +b 18 y 8 )ï 1 +(b 12 y 1 +b 22 y 2 +b 2 3y 8 )ï 2 +(b 1 3y 1 +b 23 y 2 +b 8 3y 8 )r 8 }] 2 

= — X i[V(}*i*i + Y*** + y&) (*i*i + x 2 r 2 + x 3 r 3 )] 2 

La seconde parenthèse est la polaire du point fixe yi ou plutôt son 
vecteur. Soit t son tenseur et 8 la distance du point de la courbe Xi à cette 
polaire. Le premier membre est dans ce cas x 4 t sin 8, tandis que le 
second membre peut s'écrire — ^yjxjsin 2 ^, si l'on appelle la distance 
sphérique x7y[ = p. On a donc pour tous les points de la courbe et seule- 
ment pour ceux-ci 



sin 2 p 
sin 2 o 



= = const. 



X v 2 

A l>4 



c'est-à-dire qu'il existe un rapport constant entre le sinus de la distance 
d'un point quelconque de la courbe à la polaire de ) r i et le sinus de la 
distance de ce point au point yi. 
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r • 



• t 
4. 

I»- 



De la même manière on trouve par la première équation, qu'il 
existe un rapport constant entre le sinus de la distance d'une tangente 
quelconque au pôle de Vi et le sinus de l'angle entre cette tangente et la 
droite fixe Vj. 

215. Comme cas spécial prenons 

f(xx) - SjxJ -f- S 2 xJ — S 3 xJ = o F(uu) - — S 2 S 3 uJ — S 3 S,uî + S,S 2 uJ = o . 

Pour X = — SiSg le faisceau tangentiel F(uu) — Xû(uu) = o donne 
les deux foyers. Un de ces foyers (y,) est 



et le carré de son vecteur (y*) 

S 2 (S 3 4-S,) 

Sa polaire d passe par le sommet t 2 de l'octant (fig. 26). Le vecteur 
de cette polaire est 

et son tenseur au carré (t 2 ) 

S,S 3 (S 1 +S 3 )(S 2 + S 3 -S 1 ) 
On a donc (§ 187) pour tout point de la conique : 

sin 2 o S.>-fSi> — Si sin 2 a — sin 2 8 cos 2 a /0 x 
l == _ = 2. i == ! / 5 1 1 > 

sin-o S 2 cos^psirra v 

La racine carrée de cette valeur constante est l'excentricité numérique. 



216. Tournons maintenant l'oc- 
tant de référence autour der 2 jusqu'à 
ce que (fig. 26) t 3 vienne coincïder 
avec le foyer F r Si x 1 t l 4-x 2 t 2 4-x 3 t3 
est un point de la courbe par rapport 
au nouveau triangle et d^ 4- d 2 r 2 
le vecteur-unité de la polaire de F 1? 
qui est une des directrices de la 
conique, nous avons d'une part 




Fig. 26. 



x i*2 — X 2*i == x 4 sino , 



; YWi -t- x 2 r 2 4- x 3 r 3 ) ! 

d'autre part pour la distance du point x, à la directrice 

(ditt -f- d : ,t 3 ) (x t ti 4- x,r 2 + x 3 t 8 ) : d^ 4- d 3 x 3 = x 4 sin 
11 s'ensuit, si l'excentricité numérique est s, pour tout point de la 
courbe ' x^ - x 2 t x I = £(d lXl 4- d 3 x 3 ) 
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ou si Ton élève au carré en posant ed x - b x et ed 3 - b 3 

x ï + *l — (WXi + b 3 x 3 ) 2 = o . (3 12) 

217. Introduisons maintenant des coordonnées polaires, en posant 
d'après 2Ç)i bis , 

Vi + -Va + Vs = cosbti 4- sin6r 2 4 cotpr 3 

L'équation (3 12) de la courbe donne pour le rayon vecteur q en 

fonction de 6 . , , N , , , /0 ,, 

J cotp = (1 — b^osO) : b 3 = m 4- ncosO. (3i3) 

C'est par cette équation très simple que la conique est représentée 
en coordonnées sphériques polaires, lorsque le pôle et Taxe polaire 
coïncident avec le foyer F x et le grand axe de la conique. 

Le vecteur d'un point P de la courbe est représenté par 

P cos6r x 4 sinOr 2 4 (m 4 ncosô)r 3 (3i4> 

si le sommet t 3 de l'octant coincïde avec le foyer F x et le côté (t^^x) avec 
le grand axe de la conique sphérique. 

218. Si Ton introduit les coordonnées et p dans l'équation d'une 
droite : UiXi + u ^ + U3Xa _ 

on obtient d'abord 

cotp =b — (u x cosO 4- u 2 sinO) : u 3 

et ensuite à l'aide d'un angle auxiliaire o 

cotp = msin (0 — o ) (3 1 5) 

Le vecteur d'un point quelconque P de la droite a donc la forme : 

P - cos8rx 4- sin0r 2 4- msin(0 — O )r 3 . (3 16) 

218 bis . Théorème d'Ivory. — i Aux coniques sphériques concy- 
Aux coniques sphériques confocales \ cliques 



1 s - 3 2 2 

CXf Xa Xo I -., U] , lia lia * 

-_ ■ * t * __ .«i :r=r . o I yi - ' 4~ —""~ ~~ ==z o 

1 S0S3 A^ ^3^1 — /-i ^1^2 +" A l **1 ^l ^2 'l -^3~t~'*l 

^ x? , x; xï .., u: , u» uô 

C -_ * a a z-- o v - - -4- * - = o 

v^q ~ ~ c? ê *i * OC* CC* * — •> - t* • I l* » C > * 

* o 2 c>3 /. 3 ^3^1 — t-j o 1 o.2-r/>2 " *^i — '••> *^2 '2 *^3~r-'-2 



satisfont les points correspondants : 



Pt- cosô V"Si>ï-Xi.ri+sinOV SsSi-Àt.r» f V StS»+).i.r» 



satisfont les droites correspondan- 
tes x : 



pi-cosOl Si-Àfïi-l-sinôV'Sa ->>i.ï-.»- 4 -VS a -r>. 1 .ï 3 



Pi COs0\ >2>»->.a.ri I sin0\ SiSi-Xj.riT \ SiSî+Àî.n j p..,- :COS0\ Si-A-j-^-rSilKH S 2 A2.( 2 +VS 3 t->.. i ,.( i j 
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et de même les points correspon- 
dants : 



Qr_cos^S a S > _Ai.ri+ain^VSiSi-Xi n+Vs t Si+).i 
Qt-cos^V / SSiw.».ri+sin^Vs,s 1 -A a .r>-j-V's l S,+).t.ri 

Lare ï\Q 2 est égal à l'arc P^. 



et de même les droites correspon- 
dantes : 



qi?:coi+VS l -X l .I l +sîii<iVS f -X 1 .I t fVSs-/ 1 .l, 



q,- cos* V S r - X 2 . li+si n* V S 2 - /^.^-h^' Sg+> ,.I 3 

L'angle pjq^ es/ e#a/ à V angle p^q7- 




En effet, on obtient pour le cosinus du premier arc, en divisant le 
produit scalaire des vecteurs de P x et Q 2 par le produit de leurs tenseurs 

cosQcos'} ViSgSs-X^SaSa-Xa) 4- sin 6 sin']»y'(SA--*i)(SiS i :: ï£) 4- V(SA4- XtMSA-i-^ 
V S 2 S 3 cos» 6 + S 8 S! sin» 6 + S^, . VSÂcôs , 4T+ S^sin'* + SA 

On trouve la même expression pour le cosinus 
de P 2 Qx ; les deux arcs sont donc égaux. 

Pour la construction de deux points corres- 
pondants P x et P 2 on peut procéder de la manière ^ 
suivante. La troisième transversale du point y 

S =- cosO.tx 4- sin 6 .r 2 ' 

rencontre les cercles K, et FL (fie. 27) en 

1 * \ » // Fig 2? 

P[ - cos VSA 1 ^ . t\ 4- sin 8 y S^-), . t 2 4- VS^-K/^ • t a 
P,' i --= cos 6 V S 2 S 8 -À 2 . t 2 4- sinô VS^V^ • t 2 4- VSA+)., • * 3 

tandis que les secondes transversales de ces points-ci rencontrent à leur 
tour les coniques C x et C 2 en deux points P x et P 2 , qui ont en commun 
avec P/ et P f ' la première et la troisième coordonnée. Leur substitution 
dans les équations des coniques fait trouver la seconde coordonnée. Cest 
•de cette manière-là qu'on trouve 

P, - - cos VSÂ 7 ^ • *i 4- sin 6 Vs 3 V^ . r 2 -h \ SA*)* • r a 
P, - cosôVSjSTTj . t\ 4- sin Oy^-X, . r 2 4- V'SÂ+X, • t s 
Les points obtenus sont donc en réalité des points correspondants. 



1 Le triangle de référence étant un octant, on a d'une manière générale U — n . 



CHAPITRE XVI 



219. Dans deux mémoires sur les propriétés générales des cônes du 
second degré et des coniques sphériques, Chasles a démontré par des 
méthodes synthétiques une série de théorèmes, dont nous nous proposons 
de donner ici une démonstration analytique. 



A. Deux pôles conjugués yi et Zi 
situés sur la même droite cyclique 
ont une distance sphérique — . 

On a d'abord, j r i et z t étant des 
pôles conjugués, d'après le | 173 : 

^l} f l Z l ""t" ^2y2 Z 2 S3V3Z3 = O 

et comme ils sont situés sur la même 
droite cyclique, on a d après le § 2o5 : 



y, VSo-Si = -+- y.VSa+St 



z 2 ys s Si = -i-ZiVSj+S! 

En combinant le produit de ces 
deux équations avec la première, 
on obtient : 

- (>'i*i + y#* + ysts) (Vi + z«r 2 + z ^s) = ° 



7: 



ce qui prouve que yiZ t = — • 

220. B. Deux droites \ = o et 
1 2 = o tangentes à la conique (fig. 28) 
donnent avec les droites cycliques 
f x = o et f 2 = o quatre points d'in- 
tersection, qui sont sur un cercle. 
Le centre de ce cercle est déterminé 
par le vecteur de la corde de con- 
tact 1 3 = o. 



Deux polaires conjuguées Vi et 
Wi passant par le même foyer font 
un angle — . 

On a d'abord, Vi et Wi étant des 
polaires conjuguées, d'après le § 173 : 

SgSgVi w t + SgSiVi, w 2 — S 1 S 2 v 3 w 3 = o 

et comme elles passent par le même 
foyer, on a d'après le § 2o5 : 



v, VS,(S, Sj = -h VjVS^+Ss) 



En combinant le produit de ces 
deux équations avec la première, 
on obtient : 

-~ ( v^ + v*r 2 4- v ft r 8 ) (w^ + w,r, + w 3 r 8 ) = o 
ce qui prouve que \ r iWi = — . 

Deux points m 1 = o et m 2 = o 
situés sur la conique donnent avec 
les foyers n x = o et n 2 = o quatre 
droites, qui sont tangentes à un 
cercle. Le centre de ce cercle est 
le point d'intersection m 3 = o des 
tangentes construites en m 1 = o et 
m.> = o. 



1 
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L'équation de la conique peut s'écrire de deux manières différentes. 
Elle est d'abord, d'après le §211 

Sj(xf 4- X3 4- xj) 4- fif 2 = o 

mais il est évident qu'elle peut aussi bien être représentée par 1 3 — Xljg = o, 
car cette équation est celle d'une conique, qui donne avec l x = o deux 
points d'intersection coïncidants re- 
présentés par lj =0, ± 13 = 0, et qui 
rencontre 1 2 = o en deux points 
coïncidants l 2 = o, +l 3 = o. On a 
donc l'identité 

S 2 ( x * 4- x* +XÎ) 4- fif 2 - I3 — Xlilj 
ou si la corde de contact est 

1 3 ---- (v^Xj 4- V 2 X 2 -H V 3 X 3 ) -- to(VX) = O Fig. 28. 

[to(vx)P — S 2 (x; 4 x 2 2 4 x 2 s ) -,- fjfg 4- X1J, (3 17) 

Le premier membre égalé à zéro représente (1923) un cercle 1 , dont 
v i r i + v 2^2 ■+" v 8*3 c'est-à-dire le vecteur de la corde de contact est le 
centre. Il passe évidemment par les quatre points d'intersection des 
droites f ± et f 2 avec l x et 1 2 . 




221. C. D'un foyer Fi on abaisse 
des perpendiculaires sur les tan- 
gentes d'une conique. Le lieu géo- 
métrique des points de rencontre 
est une nouvelle conique ayant un 
contact double avec la première. 
Les vecteurs des droites cycliques 
de la seconde courbe coïncident 
avec ceux des foyers de la première. 



Le long d'une droite cyclique f t 
se meut une extrémité d'un qua- 
drant, tandis que l'autre extrémité 
reste sur une conique sphérique. 
L'arc est constamment tangente à 
une seconde conique qui possède 
un contact double avec la première. 
Les vecteurs des foyers de la seconde 
courbe coïncident avec ceux des 



droites cycliques de la première. 
En prenant le triangle de référence comme au § 216 l'équation de la 
conique est 



ou 



f(xx) - xj -f- xr, — (b 1 x 1 4 b 3 x 8 )* = o 
F(uu) b :J (uf 4- u 2 ) 4- (b[ — i)u 3 — 2b 1 b 8 u 1 u 3 = o. 



1 Les droites sphériques l x et 1., rencontrent les droites cycliques en huit points. 
L'équation ( 3 1 7 ) représente deux cercles diamétralement opposés. Le premier passe par 
les points Q^Qo, Pî, P'>, le second par Qi.Qj. Pi,P 2 si Qi et Pi sont opposés aux 
points Qt' et Pi' . 
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Pour tout point y L de la courbe, on a donc d'abord 

ïl + yl - Ibo'i + b 3 y 3 )2 = o . (I) 

Le point d'intersection cherché Xi est sur la tangente en y { : 

} r i x i + y 2 x 2 — (b^'j. + bftVg) {b l x i + b s x 3 ) = o (II) 

mais il est aussi sur la normale qui du point (0,0, i) est abaissée sur 

cette tangente 

î'i x 2 — v 2 x i — (biJ'i + bgj^biX., = o. (III) 

On tire des deux dernières équations : 

}'i : ï> : b i v i + b 3 y 3 = b t (xl 4- x|) 4- bjX^g : b 3 x 2 x 3 : xj -h xj 
ce qui substitué dans (I) donne : 

f (xx) - (bj — i)(x; 4- x|) + b 3 x 3 -h 2 bibgX^g = o . (IV) 

Le lieu géométrique cherché est donc une conique. Pour en obtenir 
les droites cycliques nous cherchons la valeur de X, qui dans le faisceau 
ponctuel f (xx) — X<»(xx) = o correspond aux couples des droites réelles. 
Cette valeur est b\ — 1 , et l'équation des droites cycliques pour la seconde 
conique est donc : 

(b* — bj 4- i)xj 4- 2b 1 b 3 x 1 x 3 = 0. (V) 

Si nous cherchons par contre l'équation des foyers pour la pre- 
mière conique, nous obtenons en donnant dans le faisceau tangentiel 
F(uu) — XQ(uu) = o à X la valeur b 3 , 

(b* — bj 4- i)u5 4- 2 b^u^ = o . (VI) 

Les équations (V) et (VI) prouvent que les vecteurs des droites 
cycliques de la seconde conique coïncident avec ceux des foyers de la 
première *. En posant x 2 = o dans les équations f(xx) = o et î'(xx) = o 
on trouve les deux points de contact des coniques. 

222. D. Du foyer F x onabaisse les Les points N x et N 2 sur la droite 

normales n t et n 2 sur deux tangentes ! cyclique î x sont à des distances — des 
quelconques p t et p 2 de la conique 1 points quelconques P t et P 2 de la 



1 Si r^r^rs est un octant, l'équation des points d l r 1 + d 2 r 2 + d 3 r 3 et e^ + e 2 r.> + e :J r 3 
est (dxUi + d*u 2 + d 3 u 3 ) (exUi + ejUj-i-eaUa) — o. L'équation des droites dont ces points 
sont les vecteurs est par contre (d^H- doXo + ^a^) le^-he-jX.»-*- e a x 3 ) = 0. Nous n'avons 
donc qu'à remplacer vi par xi . 



sphérique (fig. 29). La droite de jonc- ' conique sphérique. Le point d'in- 



tion des points (n x , p x ) et (n 2 , p 2 ) 
est p 8 . Si Ton abaisse de (p t , p 2 ) 
une normale p 4 sur p 3 , cette nor- 
male passera par le second foyer F 2 . 



tersection des droites (N x , P x ) et 
(N 2 ,P 2 ) est P 3 . Si Ton détermine 
sur (Pj , P 2 ) un point P 4 dont la 
distance à P 3 est — , ce point sera 
sur la seconde droite cyclique f 2 . 

Si nous désignons les vecteurs-unités des foyers et des tangentes 
par f 1? f 2 , fa et fa, nous avons d'abord pour les 
deux normales 



n, 



ensuite pour les points d'intersection 

(ni , Pi) - Yfc Ytifc (n, , p^ - YfcYfifc 




Fig. 29. 



Le vecteur de la droite de jonction pj est leur produit vectoriel : 

Ps - y (Y^.Yt^iXY^Yfi^) 

La normale p 4 abaissée sur p 3 aura comme vecteur le produit vectoriel 
de YP1P2 » °, u ' est l'intersection des tangentes, et du vecteur de pg , c'est-à-dire 



P4 



Vn>^] [VafcYt«i)(YfcYt«,)] 



Pour que cette droite passe par le second foyer, il faut et il suffit que 
son produit scalaire avec f 2 disparaisse. Ce produit scalaire est de la forme 

f 2 \ «Vlb - f 2 B . ai — f 2 h . ai . 

mais il est facile de démontrer que dans ce cas les seconds facteurs des 
deux termes sont égaux. Il reste donc à prouver que les premiers facteurs 
f 2 B et f 2 b le sont également, c'est-à-dire que 

Mi - M2 — Mi • M2 

est nul. Or, si 8/ et 0" sont les distances des foyers à la première, et 
B 2 et 8 2 " leurs distances à la seconde tangente, cette expression peut s'écrire 

sin8 2 'sinB 2 " — sin^sinS/' 

qui d'après le § 211 est nul. 
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223. E. Si Qi et Q 2 sont deux 
points quelconques de la conique, 
les droites (F x , Q x ) et (Fi ,Q 2 ) font 
des angles égaux avec la droite qui 
relie F ± au point d'intersection des 
tangentes en Q x et Q 2 . 



Si q t et q 2 sont deux tangentes 
quelconques de la conique, les points 

(fu^i) et (fi»^) sont à égale dis- 
tance du point d'intersection de f x 
avec la corde de contact pour les 
tangentes q t et q 2 . 



Le vecteur de la bissectrice de l'angle (fig. 3o) entre (F^Q^ et (F 1 Q 2 ) 
est la somme des vecteurs-unités de ces deux droites 
(| 44), c'est-à-dire, si ^ et q 2 sont l es vecteurs de Q x 
etQ 2 



Vfi*i Vfi« 



2 




Fig. 3o. 



IYfi%l IYïaI 

Pour que l'intersection des tangentes Yfife s0lt 
sur cette bissectrice, il faut et il suffit, que le produit 
scalaire de leurs vecteurs soit nul. Le point ^ étant sur la tangente p l9 on 
a jjjik = et de même ^q 2 = o. En développant le produit scalaire, on 
obtient donc 

frifi - fa «h _ fefi-frfr 

iv^i ivai (3,8) 

Les coordonnées réduites yi et z» des points Q x et Q 2 satisfont à 
l'équation de la courbe 

S,VÎ -h S 2 (i — y? — y») — S 3 y» = o S^J + S 2 (i — z\ — zj) — S 3 z 8 2 = . 

Ensuite nous avons, si t 1 ,t 29 t 3 sont certains tenseurs : 



% = yA + y 2 r 2 4- y 8 r 8 
^■^1 = s iyA + s 2 y 2 r 2 — s 3 y 3 r 3 



ta — Z A ~J~ Z 2*2 "i" Z 3*3 
T 2^ = ^. Z A + ^2 Z 2^2 SgZgïg 



^ 3 fi = vs 3 (s 2 -s 1 )r 1 + ys^+sjt, 

de sorte que chaque terme de (3 18) devient 



~ 3 (StfA + S 2 y 2 z 2 — S 3 y 3 z 3 ) 

T 1 T 2 

La différence est donc nulle. 



224. F. Si Q t et Q 2 sont deux 
points quelconques de la conique, 
les droites (F l5 Q 2 ) et (Qi,^) font 



Si q x et q 2 sont deux tangentes 
quelconques de la conique, les points 
(f^q*) et (qi,fi) sont à égale dis- 
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tance du point (f 19 q 3 ), si q 3 est la 
droite de jonction de (q t , q 2 ) et du 
pôle de la droite cyclique f x . 



des angles égaux avec la droite 
(F l5 Q 3 ), si" Q 3 est le point d'inter- 
section de (Q 1 ,Q 2 ) avec la directrice 
(polaire de Fj). 

Le point Q 3 (fig. 3i) est à l'intersection de la directrice b et de la 
droite (Q l9 Q 2 ) W<fe- H est donc 

Q3 ^ &\ flifli - hq 2 . q t — bq! . q 2 Q, É 

Le vecteur de la bissectrice de l'angle formé 
par (Q^Fi) et (F 19 Q,) est 



VqJi + Yf,q 2 




Fig- 3 1 



IVqifil IVuJ 

Pour que le point Q 3 soit sur cette bissectrice, il faut et il suffit que 
le produit scalaire de leurs vecteurs soit nul. — Divisant par fi\qi4? 
ce produit scalaire devient 

mais si Ton appelle les distances de Q t à la directrice et ati foyer Si et p L 
cette expression peut s'écrire 



sinôi 



sin 



?i 



si no» 



sm p., 



ce qui est nul à cause de la propriété caractéristique de la directrice (| 214). 



225. G. Si Qi et Q 2 sont deux 
points quelconques de la conique 
et p x et p 2 les tangentes en ces 
points, la droite de jonction de F x et 
Qa - _ (Pi > P2) est normale à (F x , Q 4 ) 
si Q 4 est le point d'intersection de 
(Qi 1Q2) avec ' a directrice de F x . 



Si q t et q 2 sont deux tangentes 
quelconques de la conique et P x et P 2 
leurs points de contact, le point 
d'intersection de ^ et q 8 ~ (Pi*P*) 
est à une distance — de (fi,q 4 % si q 4 
est la droite de jonction de (q t , q 2 ) 
avec le pôle de la droite cyclique de f v 



Au §223 il a été démontré que la droite (F l9 Q 3 ) est la bissectrice de 
l'angle formé par (F^Q^ et (F 1 ,Q 2 ). Si les vecteurs-unités de ces dernières 
droites sont I x et l 2 , celui de (F^Q^) sera donc I x 4- 1*. Quant au point Q 4 , 
étant sur la direction b et sur la droite ^q^, son vecteur sera 



Q* - 



] b\ q^o 



H> 11 — Ml • 4> 
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Le vecteur de la droite (F 15 Q 4 ) (fig. 32) est par conséquent 

Avec la notation du numéro précédent ce vecteur peut encore s'écrire 
sin8 2 sinp 1 ï 1 — sin^sinpgk ou I x — ^ 

â cause de la propriété caractéristique de la 
•directrice. Les deux droites en question 

l Fi > Qs) - Il + U l F i > Qi) ti — h • 

sont normales parce que leur, produit scalaire 

■est nul. Fig. 32. 

Les quatre droites (F^Q^, (F l5 Q 2 ), (F l5 Q 3 ), (Fj,Q 4 ) forment un 
faisceau harmonique, parce que leurs vecteurs sont I^, ^ -h lg , ^ — t^ 
Il en est de même, d'après le théorème de Pappus, pour les points d'in- 
tersection de (Qi,Q 2 ) avec ces quatre droites et pour les rayons (Q 3 ,Qi), 
(QsiQs)* (Qs>Fi) et (Qs^Q*)* passant par ces points. 




226. H. Un quadrilatère est cir- 
conscrit à une conique sphérique. 
Les points de contact sont Q 13 , Q 2S , 
Qs4> Qu et les sommets Q V Q 29 Q 3 , Q 4 . 
L'angle des droites (F l9 Q x ) et (Fj ,Q 2 ) 
est le supplément de l'angle formé 
par les droites (F 19 Q 3 ) et (F^Qj. 



Un quadrangle est inscrit dans 
une conique sphérique. Les tangen- 
tes aux sommets sont qu^s^sd^u 
et les côtés q 19 q 2 , q 3 , q 4 . La distance 
sphérique des points (f^qj) et (f 19 q 2 ) 
est le supplément de la distance des 
points &, q^ et (f x ,q 4 ). 



En effet, si Ton désigne l'angle entre (Fj,Q 41 ) et (F,Q 12 ) par 2<x 15 
•celui entre (F lf Q 12 ) et (F^Q^) (fig. 33) 
par 202, etc., on aura d'après le § 223 
pour l'angle formé par (F 1 ,Q 1 ) et 
{F 1 ,Q 2 ) la valeur a x +- a 2 , tandis que 
l'angle entre (F 1 ,Q 8 ) et (F l5 Q 4 ) est ^ 
a» •+■ « 4 . Ces deux angles sont supplé- 
mentaires, parce que 

2 (ai 4- a., -f- a* -f- a.) = 2*7r. 

1 " d ' Fig. 33. 

227. J. Les points de contact de ' Les tangentes en deux points 
deux tangentes fixes p x et p 2 sont fixes de la conique P 1 et P 2 sont 
-Qj et Q 2 . Une troisième tangente : q x et q 2 . Un troisième point quel- 
le 
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quelconque p 3 , dont le point de con- 
tact est Q 8 , coupe les deux premières 
en Qî et Q 2 ' . L'angle entre (Q/, F t ) 
et (Qi 9 Fi) est constant, quelle que 
soit la position de la troisième tan- 
gente. 



conque de la courbe P 9 , pour lequel 
la tangente est q 8 , donne avec les 
deux premiers points les droites 
qî et q 2 . La distance entre (qj,fi> 
et (qi,fi) est constante, quelle que 
soit la position du troisième point. 



Si Ton tient compte de ce qui a été trouvé au § 223, on voit sans 
peine que l'angle en question est toujours la moitié de l'angle fixe formé 
par (F^QO et (K t ,Q 2 ). 

Si Qj et Q 2 sont les extrémités du grand axe, cet angle est droit. 

228. K. Une droite quelconque | Par un point quelconque pris 
passant par F x rencontre la conique i sur f x on mène deux tangentes 
en Qj et Q 2 . Démontrer que i q t et q 2 à la conique. Démontrer que 



cotp! 4- cotp 2 = const. 

si p x et p 2 sont les distances sphé- 
riques ¥\Ql et FTO,. 



cot^ 4- cotT l2 = const. 
si r a et % sont les angles Çq^ et 



Servons-nous de coordonnées polaires (§217). Si H est l'argument 
du point Q n celui de Q 2 sera it 4- 0, et nous aurons donc 

cot pj = m + n cos cot p 2 = m 4- n cos (6 4- •*) 

cotp r 4- cotp 2 = 2 m = const. 



229. L. Deux droites 1 et 1' for- 
mant un angle invariablea, tournent 
autour de leur point d'intersection r 3 . 
Elles coupent deux droites fixes 
p et p' en Q et Q'. Démontrer que 
la droite (Q,Q') reste tangente à 
une conique, dont r 3 est un des 
foyers. 

Supposons que l'angle a tourne 
de référence, et que 

P = Pi*i + p 2 t 2 4- p 3 t 3 
soient les vecteurs des droites fixes et 



Deux points L et L' ayant une 
distance invariable a, se meuvent 
le long de leur droite de jonction. 
Elles donnent avec deux points 
fixes P et F deux droites q et q'. 
Démontrer que le point (q,q') décrit 
une conique, dont la droite de jonc- 
tion est une des droites cycliques. 

autour du sommet t 3 de Yoctant 
P' = Pi'*i + Pfe + Pih 



l = — sin ôt t 4- cos8r 2 V = — sin (6 4- a)^ 4- cos(6 -f- a)t 2 
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ceux des droites mobiles. Ces dernières font entre elles un angle a et 
passent par le sommet t 3 . Les points d'intersection sont „ 

q V* i q' \ Vr 

et leur droite de jonction a comme vecteur 

iq.q') \(Y*i)(\Vr) *'. »Yu' + r. t\w. 

Pour les deux produits scalaires de cette expression on trouve 

facilement : 

p 3 sina 

et — sin 8 ( p 2 p 3 ' — p 3 p 2 ') -f- cos 9 (p^p/ — p^) = m cos (0 4- y) 

si Ton pose 

(P2P3 — P3P2) m sin y - ( p B pi — p t pi) m cos y . 

Le vecteur de la droite (Q,Q') est donc 

p 3 sin a . p f 4- m cos (0 + y) . I' = 
p 3 sina(pit! 4- p^r 2 4- Pst 3 ) -f m cos (0 4- y)[cos(0 4- a)r 2 — sin (6 4- a)^] 

Les Ui de cette droite sont proportionnels aux coefficients des ti; on 

a donc 

ou x == 2 pîp 3 sin a — m sin (2 -}- a 4- y) — m sin (a — y) 

ou 2 = 2 p 2 p 3 sin a 4- m cos (2 4- a 4- y) -f m cos (a — y) 

? u 8 = 2pép 3 sina 

ou en éliminant p et : 

F(uu) u* 4- u| 4- B33U3 4- 2 Bjtg^Ua 4- 2 B 28 u 2 u 3 = o 

si les B ik sont certaines constantes. L'équation obtenue représente une 
conique et on voit sans peine, que le faisceau tangentiel F(uu)-AÛ(uu) = o 
donne pour à = 1 le couple de foyers 

l( B 38 — l)U 8 4- 2 B^Uj 4- 2 B 23 u 2 l u 3 = o . 

Un des foyers est donc le point (o,o, 1) ou t 3 . 



230. M. Deux droites p et p l9 for- 
mant un angle invariable 2 a, tour- 
nent autour de leur point d'inter- 



Deux points P et P', ayant une 
distance invariable 2 a, se meuvent 
le long de leur droite de jonction 



T" 
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section, qui est un des foyers F, 
d'une conique. Les points d'inter- 
section de ces droites avec la conique 
sont Q et Q'. Démontrer que la 
droite (Q,Q r ) reste tangente à une 
nouvelle conique, dont F t est un 
des foyers. 

Le point Q", intersection des tan- 
gentes en Q et Q', décrit également 
uneconique dont Fj est un des foyers. 



qui est une des droites cycliques 
f, d'une conique. De ces points on 
mène à la conique les tangentes 
q et q'. Démontrer que le point 
(q,q') décrit une nouvelle conique, 
dont f t est une des droites cycliques. 
La droite q" qui relie les points 
de contact de q et q' reste tangente 
à une troisième conique, dont f Y est 
encore une des droites cycliques. 



On a vu (314), que le vecteur d'un point quelconque de la conique 
est cosOtx 4- sinOr 2 4- (m 4- ncosô)t 3 

si le sommet r 3 de l'octant de référence coïncide avec un foyer et (r^ti) 
avec le grand axe de la conique. Les points Q et Q\ se trouvant sur des 
droites qui font entre elles un angle 2a, sont donc de la forme 

Q cosôt! 4- sinOt, 4- (m 4- ncosO)r» 
Q' cos(0 4- 2 a)t, 4- sin (6+2 a)t 2 4- ( m 4- n cos 6 4- 2 x)X 3 

Leur produit vectoriel est le vecteur de la droite (Q,Q'), dont les 
Ui sont proportionnels aux coefficients des Xi. On a donc 

ou x = — 2 m sin a cos (0 4- x) — n sin 2 a. 
pu 2 = — 2 m sin a sirt (0 4- a). 
pu 3 = 2 m sin a cos a. 

ou en éliminant et 

F (uu ) u; 4- uj 4- HjîsUg -4- 2 B^u,^ = o. 

L T n des foyers de cette conique est (0,0,1) c'est-à-dire le point F,. 

230 bis . Pour démontrer que Q" décrit une conique on peut se 
servir d'une autre méthode. Si 

q = cos0r t 4- sinôt» 4- <m 4- ncosô)r 3 

est le vecteur du point de la courbe correspondant à l'angle 6, celui du 
point infiniment voisin, correspondant à l'angle 4- dO, sera 

ij 4- < — sinôt! 4- cos6r 2 — nsin0t 3 )dô. 



1 

J 
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Le vecteur de la tangente passant par ces points sera leur produit 
vectoriel, c'est-à-dire 

in + mcosO)^ -+- msinOr* — t 3 

De même on trouve pour la tangente en Q' le vecteur 

(n -f- mcosO + 2<x)x l 4- m sinO 4- 2at 2 — 1 3 

et pour leur point d'intersection Q" le produit vectoriel qui après division 
par 2 sin a devient : 

Q" cos(0 H- a)t! 4- sin(0 4- a)r 2 4- imcosa 4- ncosO 4- a)r 3 

Il s'ensuit que Q" décrit une conique dont r 3 est un foyer, et dont 
le grand axe coïncide avec le grand axe de la première. 

231. Si r 3 coïncide avec le foyer b\ et (t 8 ,ti) avec le grand axe de 
la conique, quel est le vecteur du second foyer F 2 ? Ce foyer est à une 
distance 2C du premier. Son vecteur est donc £ 

cos2C.t 3 — sin2C.r! mais si nous posons 
dans l'équation cot? = m 4- ncosO, d abord 
= o, et ensuite = 7: nous obtenons 

cot (a — c) = m + n cot (a+c) = m — n 
Et en éliminant a <€ 



tg2C = 2n : (m 2 — n 2 -f- î ) 
Le vecteur cherché est donc 

(m 2 — n 2 4- i ,)r 3 — 2nr,. 

232. N. Deux droites q et q', 
(fig. 34) formant un angle droit, tour- 
nent autour de leur point d'intersec- 
tion P, qui est un point quelconque 
de la surface sphérique. Elles cou- 
pent une conique en quatre points. 
Les quatre nouvelles droites de jonc- 
tion de ces points sont tangentes à 
une autre conique, dont P est un 
fover. 



<r 




Fig. 34. 



! Deux points Q et Q', ayant une 
i distance-, se meuvent le long de 
leur droite de jonction p, qui est 
une droite quelconque de la sur- 
face sphérique. On mène par ces 
points les quatre tangentes à une co- 
: nique. Les quatre nouveaux points 
! d'intersection, fournis par ces tan- 
gentes, sont sur une autre conique, 
dont p est une des droites cycliques. 



T=~ 



Prenons le point fixe P comme troisième sommet d'un octant de 
référence. Par rapport à cet octant l'équation de la conique sera en général 
de la forme 



bn x t 4- b 22 x 2 4- b 33 x 8 4- 2b 12 XjX 2 -f- 2b 28 x 2 x 3 -f- 2b 31 x 3 x 1 = o 

Pour qu'un point 

Q cosôt! 4- sinOt., -j- cotpt 3 

satisfasse à la courbe, il faut qu'on ait 



b., 3 cotp = — (b 28 sin6 4- b 13 cos6) 4z \ - B n sin 2 ô - B 22 cos 2 04- 2B 12 sinôcosO 
On trouve donc pour le point de la courbe correspondant à l'angle 
Q : b 3S coser, -i b 83 sin&r s 1 [ (b 23 sin(H b, 8 cos6)4 \ B n sin 2 o B^cosfy^ 2B, 2 sin8coseJr 3 
et pour le point correspondant à l'angle 0+ -, 

Q' b aa sinor, ?-b a3 cosor 2 > [ (b 23 coso- b I3 sin6) f V B n cos x ô B 22 sin 8 e 2B ]2 sin6cos&]r 3 

Pour la droite u s qui les relie on trouve le vecteur en formant le 
produit vectoriel. On a donc, si Ton pose par abréviation les deux racines 
carrées qui se présentent R x et R 2 : 

ou, = b J3 4- sin H . R 2 — cos . Rj 
su 2 = b 28 — cos . R 2 — sin . R, 
?u 3 = bs 3 

11 s'ensuit d'abord : 
(pu, — b 13 ) 2 -f- (ou, — b 23 ) 2 = — ( B u 4- B 22 ) b| 8 — b 22 b 33 + b|, — b^bn 

ou si Ton élimine encore s : 

Fiuu) b 33 (Ui 4- u 2 ) 4- (b u 4- b 22 ;u 3 — 2^3^^ — 2b 23 u 2 u 3 = o. (3 19). 



dont 



Les droites (Q,Q'), (Q\Q"), etc., sont donc tangentes à une conique, 
u«L(b,i 4- b 22 — b 33 )u s — 2 b 18 U! — 2 b 28 u 2 ] = 



représente les foyers. Un de ces foyers est le point u 3 = o . 

Si r 8 coïncide avec le centre et (ty^) avec le grand axe de la conique, 

b 12 = b 23 = b 31 = o ; b u = S, , b 22 = ^ , b 88 = S 3 
et Téquation (3 19) devient 

S 3 (uf 4- u|) — (S, ■+■ S-jui; = o 
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ou en coordonnées ponctuelles 



.2 






'8 



s t +s 



,-- X Q = 



L 8 



Elle représente alors un cercle dont le rayon est 

S 9 • 



tg 2 P = 

233. O. Les droites p 1 et p 2 sont 
«deux tangen tes Jixes d'une conique. 
Une troisième tangente 
variable p 3 rencontre les 
deux premières en P x et 
P 2 (fig. 35). Démontrer 
que le point d'intersec- 
tion P des droites (P^Fi) 
■et (P 2 ,F 2 ) décrit une co- 
nique passant par les 
deux foyers F t et F 2 . 




Les points Pj et P 2 sont deux 
points^/îjces d'une conique. Un troi- 
sième point variable Pi 
donne avec les deux pre- 
miers deux droites p x et 
p 2 . Démontrer que la 
droite de jonction p des 
points (p^fi) et (p2,f 2 ) 
reste tangenteàuneconi- 
que, qui est tangente aux 
droites cycliques f x et f 2 . 



Si Pnfa'fa sont ^ es vecteurs des trois tangentes, qui ne sont pas 
nécessairement des vecteurs-unités, nous avons 



■s 



Pi Vfcfe P 2 -Yfcft 

Leur point d'intersection P correspondant au produit vectoriel des 
deux derniers vecteurs 

P - fifc-fcfc- Yfcfc + fifc-fcfc- Yfcfc + fifc-fcfc-Yfcfc 

et si 2 19 2 6 2 , 2Ô 3 sont les angles correspondant aux points de contact des 
trois tangentes, nous avons d'après les paragraphes 23o et 23 1 : 



p t — (il -h mcos aô^r-i 4- m sin 20!^ — 1 8 ; 
Pa ■- (n -f- m cos 2 ôg)^ 4- m sin 2 8 2 r 2 — t» ; 
p 8 (n 4- m cos 2 83)1?! 4- m sin 2 8 3 r 2 — t 3 ; 



Fi - t 3 . 
F 2 (m 2 -n*4 i)r 8 -ant 1( 



Il s'ensuit pour les produits scalaires 

fih = — 1 ; f 2 ft$ = — l m2 + n 2 4- 1 4- 2 mncos 2 8 3 ) ; 
fi>» == — 1 ; f 2 fe = — (m 8 4- n 2 4 1 + 2 mncos28 2 ) ; 
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et pour les produits vectoriels : 

tWî ~ (sin 2 6 2 — sin2 6 1 )r 1 — (cos2ô 2 — cos2G I )r 2 + [oisio 2& 2 — sin2Ô 1 H- ni sin 2 \% --6 t ) Tj 

de sorte que le point cherché devient 

P - f2*3.(VlM>2 + Vfcfe + Y<mO + (fcfc — f,fc)'.VWi 
Ses coordonnées Xi étant proportionnelles aux coefficients des ti on 
trouve 

px t — 2 0sin(8 2 i O^lcos!^ rO a ) ■ n[sini6^ 2 f 28;,) |- sio(Ô 2 6,)] 

px,=- 20510(03-1-03)510(0^03)- n[—cos(0 & ! 0,f 2 3 ) + cosjô 2 -Oj)] 

px 8 - = 2O*sio(0 2 +6 3 ).cos(ô l f& 3 l 4 2mocos!6 :r -0 l )sio|0 2 +ô 3 )f(m*+o 2 H » 2010008268.1810(6, G*l 

Eliminons et 6 3 . Les deux premières équations donnent: 

2p[x 1 siofQ 2 -O^rXgCOSJO g b t ) } 

? ~~ x» + x; 

tandis que la troisième peut s'écrire : 

px s - opx t + (m* i- o 2 i- i)sin(0x 2 ) I mosioiO l f 8 ) i oiosio(2 6 3 X 2 ) 

La valeur du dernier terme peut être tirée des deux premières équa- 
tions. Après substitution on trouve 

2n[x 1 sin(Ô 3 — 6^ 4- x 2 cos(0 2 — 'VjiXg — nx x — m(XjCOS2Ô 2 -+■ x 3 sin2& 2 ) 

-+- (m 2 +n 2 4-i + 2 mncos 2 G 2 ) sin(6 2 — 6 t ) . (X* -f- x 2 ,) = o . 

Le lieu géométrique du point P est donc une conique passant par les 
foyers (0,0, 1) et ( — 2 n, o, m 2 — n 2 4- 1). On obtient une solution beau- 
coup plus simple en se servant des propriétés projectives des coniques 
sphériques et planes. 

234. P. Sur les droites fixes q t et Autour des points fixes Q x et Q 2 

q 2 se meuvent deux points P 2 et P 2 , tournent deux droites p L et p 2 , qui 
qui ont une distance invariable n • ' font un angle invariable j. Démon- 
Démontrer que la droite (P x , P 2 ) 1 trer que le point (Pufo) décrit une 
est tangente à une conique, et que ! conique et que les vecteurs des 
les vecteurs des droites fixes sont ' points fixes sont aussi ceux des 
aussi ceux des foyers de la conique. l droites cycliques de la conique. 

Supposons que le point d'intersection des droites fixes coïncide avec 
le sommet t 3 de l'octant de référence, que la droite q 2 coïncide avec (ts,^) 
et que l'angle q7q^ soit a. Dans ce cas, le point mobile P 2 sera de la forme 

P 2 sinar t -f cosçt., 



— 201 — 

tandis que l'autre ayant un rayon vecteur o sera 

P,_ == cosati 4- sin at 2 4- cotpf 3 . 

Le vecteur de la droite (P 2 >Pi,) est leur produit vectoriel, et si ses 
coordonnées sont u i9 on aura, m étant un facteur de proportionnalité. 

mu, = — sinacoscp 

ma» = cosacoscp — sin^cotp 

mu 3 = sin a sin o. 

La distance des points mobiles est invariablement * ; le produit 
scalaire des vecteurs correspondants est donc nul. 

cosasincp + coscpcoto = o. 

En éliminant de ces quatre équations m,o et s on obtient 

F(uu) Uj -f- U3 4- UiUgtga = o. 

La droite mobile reste donc tangente à une conique. Le faisceau 
tangentiel F(uu) — XQ(uu) = o donne pour X = 1 le couple des points 
réels, c'est-à-dire des foyers : u 2 (u 1 tga — u 2 ) = o. L'équation des droites 
fixes est x 3 (x t tga — x.>) = o. Il s'ensuit que les vecteurs des foyers sont 
en même temps ceux des droites fixes. Ces dernières sont tangentes à la 
courbe, parce que leurs coordonnées (o, 1,0), ( — sina, cosa,o) satisfont à 
l'équation trouvée. 

235. Q. Etant donnés une droite , Etant donnés un point D et une 
d et un point F, le point P satisfai- , droite f la droite p satisfaisant à la 
sant à la condition condition 



sin Pd ' sin pD 

— — == — const. — — __. = const. 

sinFF sin pt 

décrit une conique, dont F est un reste tangente à une conique, dont 
foyer et d la directrice correspon- : f est une droite cyclique. Le point 
dante. D est le pôle de cette droite cyclique. 

Car si l'on fait coïncider F avec le sommet r 3 de l'octant de référence 
et (t 3 ,ti) avec la normale sur la droite d, on aura d sin at 3 — cosat 19 et 
en introduisant des coordonnées polaires : 

sinFd (cosôfi r sin6r 3 4 cotprsMsinar,- eosari) sinacotp cosacosO 



sinPF ^'(cosOr! ; sinôr, ^ cotpr a )r 3 I cosôr 2 1 sinO^ 1 

sinacotp cosacosO m 



m 
in~c 

à-dire (3 1 3) que le point parcourt une conique dont F est un fover. Comme 



si m est la constante donnée. Il s'ensuit coto = -^- + cota. cosO. c'est- 

k sin a 
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►»>• 



vecteur de la directrice correspondante on trouve d'après le paragraphe 216 

^1*1 "+■ ^3*3 ou N^i + b 3 r 3 , ce ^ dans ce cas devient sin<xt 3 — cosoTj. 
Elle coïncide par conséquent avec la droite donnée d. 



236. R. Lorsqu'un des foyers ! 



d'une conique sphérique est donné, 
il suffit de trois autres conditions 
pour déterminer la courbe. 



Lorsqu'une des droites cycliques 



d'une conique est donnée, il suffit 
de trois autres conditions pour dé- 
terminer la courbe. 

L'équation de la conique cherchée est d'après le § 21 3, de la forme 

id^! 4- d 2 u 2 -4- d 3 u 3 ) (e^ 4- %u 2 4- e^) 4- XU(uu) = o. 

si di et d sont les coordonnées des foyers. Lorsque les di sont connus, 
les ei : a peuvent être déterminés de manière à satisfaire à trois conditions. 



237. S. Si un triangle sphérique 
<et un point de la surface sphérique 
sont donnés, on peut toujours déter- 
miner une conique tangente aux trois 
côtés du triangle telle, que le point 
donné devienne un des foyers. L'au- 
tre foyer est dans ce cas le point 
conjugué isogonal. 

Prenons le triangle donné comme 
triangle de référence, et soient par 
rapport à lui les coordonnées du 
point donné d 1 ,d 2 ,d 3 . Pour que ce 
point soit un foyer, il faut et il suffit 
que l'équation de la courbe ait la 
forme : 

id 1 U|id,u. i rd 8 u 2 |j(eiU,-re s u 9 te 3 u 8 ) XLi'uu) -o 

Devant être tangente aux trois 
côtés, cette équation doit être satis- 
faite par (1,0,0), (o, 1,0) et (0,0, 1) 
ce qui implique 



d^j - XU n , d 2 e 2 - XQ 22 , d 3 e 3 - Xii, 



33 



ou encore 



e l : e 2 : e :5 



12 



12., 



**33 



di ' d 2 d 3 



Si un triangle sphérique et une 
droite sphérique sont donnés, on 
peut toujours déterminer une coni- 
que passant par les sommets du 
triangle telle, que la droite donnée 
devienne une des droites cycliques. 
L'autre droite cyclique est dans ce 
cas la droite conjuguée isotomique. 

Soient b if b 2 , b 3 les coordonnées 
de la droite donnée par rapport au 
triangle donné pris comme triangle 
de référence. Pour que cette droite 
soit une des droites cycliques, il 
faut et il suffit que l'équation de la 
courbe ait la forme : 

I biX & +b 3 Xgi bgXj^idiX, -\ d 2 x, \ d 3 x a i >.<o(xx)— o 

Devant passer par les trois som- 
mets, cette équation doit être satis- 
faite par (1,0,0), (o, 1,0) et (0,0, 1) 

II s'ensuit 



b t d x Ào) n , b 2 d 2 ~X<»>22 9 b 3 d 3 - aco.. 



M 



ou encore 
d, : d., : d.. 

1 ^ *) 



(*> 



11 



OJ 



22 



(O 



b, 



b» 
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ce qui nous prouve (i22 2 ) que le ce qui prouve (i22 x ) que la seconde 
second foyer e t est le point conjugué cyclique di est la droite conjuguée 
isogonal du point donné di. , isotomique de la droite donnée b». 

On peut arriver à ces résultats d'une autre manière. Soit b le vecteur 

du foyer donné, e celui du foyer inconnu. Si l est le vecteur-unité d'une 

tangente de la courbe, l'équation de la conique sera d'après le § 211 de 

la forme . „ „ 

W.el = constante. 

Cette conique doit cependant être tangente aux côtés du triangle; on 

Mpeli = Mf-dt = M3.CI3 = const. 

ou si Ton appelle les distances connues du premier foyer aux trois côtés 
; i5 et les distances inconnues du second foyer T tl 

sin^sinv)! = sin? 2 sinyj 2 = sinS 3 sinr, 3 

ce qui prouve d'après (i25 2 ) que le second foyer est le point conjugué 
isogonal du premier. 

238. T. Les vecteurs des points P Les vecteurs des droites p et q 

«et Q coïncident avec ceux des droites coïncident avec ceux des foyers, 

-cycliques. On abaisse de ces deux On détermine sur ces deux droites 

points les normales p 1> p 2 ,p 3 et q 1( q 2 ,q 3 j des points P 1 ,P 2 ,P 3 et Qi,Q 2 ,Q 3 qui 

sur les trois côtés a l9 a 29 a 8 d'un trian- ont une distance ~ des sommets 

gle sphérique. Si la conique passe A ls A 2 ,A 8 d'un triangle sphérique. 

par les points (p^aj), (p 2 ,a 2 ) (p 8 ,a 3 ), | Si la conique est tangente aux 

•elle passe également par les points [ droites (P^A^, (P 2 ,A 2 ), (P 8 ,A 3 ), elle 

iq 19 a l ), (q 2 »a 2 ) et (q 3 ,a 8 ). sera également tangente aux droites 

<QiA), (Q t ,A,) et (QsA)- 

La conique peut être considérée comme le lieu géométrique des points, 

pour lesquels le produit des sinus des distances aux droites cycliques est 

une constante (| 21 1). Si p et q sont les vecteurs de ces droites et t un 

vecteur-it/iiVe* on aura donc pour les points de la courbe et seulement 

pour ceux-là : 

JJt.qr = constante. (32o) 

Les vecteurs des points P en Q coïncident avec ceux des droites 
cycliques, ils sont donc p et q. Il s'ensuit pour les normales sur le premier 
côté du triangle A^Ag ou ri,r 2 ,r 3 

Pi -Vjrt, , qi Vqï, 
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et pour leurs points de rencontre avec le premier côté 

Pour que le premier de ces points soit sur la conique, il faut et il 
suffit que son vecteur-wn/fe satisfasse à l'équation (320), c'est-à-dire 
qu'on ait 

ïïr~*T*~ Vqïi-\<»ïi = constante. 

On trouve la même condition pour le second des points. Si donc 
(p 1 ,a 1 ) est sur la courbe, il en est de même pour (q^aj), etc. 

239. D'un point quelconque P Sur une droite quelconque p on 

on abaisse les normales p l9 p 2 «Ps \ détermine des points P 1$ Pa,P a ayant 

sur les côtés a 1 ,a 3 ,a 8 d'un triangle I la distance sphérique^ des sommets 

AjAgAg. Les points de rencontre j A 19 A 2 ,A;, d'un trilatère aja 2 a 3 . Les 

forment un triangle PjPoP,. Dé- ' droites de jonction forment un nou- 

montrerquelesnormalesdeA 1 ,A 2 ,A 3 | veau trilatère PiP 2 p 3 . Démontrer 

sur les côtés (P 2 ,P 3 ), (P 3 ,P,), (P l5 P 2 ) que les points sur a 15 a 2 ,a 3 qui ont 

de ce nouveau triangle passent par ' la distance sphérique^ des sommets 

un même point P'. ! (p 2 ,p 3 ),(p 3 ,p 1 ),(p 1 ,p 2 ) du nouveau tri- 
latère sont sur une même droite p'. 

Si t est le vecteur du point P nous avons d'abord pour les normales 

Pi \V , p* U 2 r > Ps \V 

et ensuite pour leurs points de rencontre avec les côtés opposés 

\\ (a^p,) YljHf l,.l,r — t 
f\> ( a 2 , p 2 » \ U\ ^t l> . ^t — r 

Py (a.^P:t> KH* kkt—V 
Pour le vecteur du premier côté du nouveau triangle, nous trouvons 

( P> p a ) t 2 r . l*v . Y^I* -h U . \tl 2 — y . Vrt, 

et pour celui de la normale sur cette droite passant par A x son produit 
vectoriel par r l5 c'est-à-dire 

On trouve des expressions analogues pour les deux autres normales, 
et comme la somme de leurs trois vecteurs est nulle, elles passent par 
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un point F, qui est le point conjugué isogonal de P, car les transversales 
angulaires de P étant 







)int conjugué isogonal seront 




h* h — k*'k M — Iit.lt 


ïit.Ij — I 2 r.L 



Ces droites passent par P'. 



240. U. Autour d'un point P de 
la surface sphérique tournent deux 
droites p x et p*, faisant un angle 
invariable a ; autour d'un autre 
point Q tournent deux droites q x 
et q 2 faisant un angle invariable p. 
Si le point (pi,qi) parcourt une 
droite, le point (p 2 ,q 2 ) décrira une 
conique passant par les points P 
et Q. 



Sur une droite sphérique p se 
meuvent deux points P t et P 2 ayant 
une distance sphérique invariable a. 
Sur une autre droite q se meuvent 
deux points Qj et Q 2 ayant une 
distance invariable p. Si la droite 
(Pi'Qi) tourne autour d'un point, 
la droite (P 2 ,Q 2 ) restera tangente à 
une conique, dont p et q aussi sont 
des tangentes. 



Prenons comme sommets du triangle de référence les points P(tj), 
Q(t 2 ) et le point R(r s ) situé à une distance - des deux premiers. Dans ce 
cas nous aurons pour ses angles 

sin Aj = sin A 2 = i et sin a 3 = sin(* — a 3 ) sin a 3 

si a 3 est la distance sphérique des points donnés P et Q. 

Les vecteurs des quatre droites en question peuvent s'écrire : 



p t : cosô^ -+- sin la 
p 2 cos(6 -f- «ïlg -f- sin(G -4- ail, 



et si l'on pose 



tga a 
tgO X 



q x cos<plj -+■ sincpïj 
q 2 cos^+^tj-j-sinCcp-h^l! 



on peut leur donner la forme 

Pi - 1* + *k 
— * ^t a t 

P2 h + r^xs k 



qi k + <Ai 

(i-f-b 



l, + 



1-u.b 



ïi 
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Les points d'intersection, correspondant à des produits vectoriels,. 

deviennent : . 

(Pi>qi) ~ *i + Atit 2 — *sina 3 t 3 

(P*^) ( i — >^a) ( i — ub) tj 4- (X 4- a) (p. 4- b)t 2 — ( i — Àa) ( jx -h b)sin a 3 r s 
Le premier de ces points parcourt la droite \ x . nous avons donc : 

\\ 4- Xjjlv 2 — |i.sina 3 .v 3 = o (i ) 

et si nous appelons .\i les coordonnées du point (p 2 ,q 2 ) nous obtenons 

?Xl = ( i — Xa) ( i — pub) (2) 

- ?x 2 = (X 4- a) ([a 4- b) (3) 

px 3 = — ti — >a)(fji 4- b)sina 3 . (4> 

En éliminant de ces quatre équations p,X et jj. on trouve 

Vjfbxg — sina 3 .x x )(x 3 — asina g «. x 2 ) — v 2 (ax 3 4- sina 8 .x 2 )(x 3 4- bsina 3 .x t ) 

4- v 3 (x 3 4- bsina 3 .x 1 )(asina 3 .x 2 — x 3 ) = o . 

c'est-à-dire une conique passant par les points P(i,o,o) et Q(o,i,oi. 

La solution devient beaucoup plus simple, lorsqu'on se sert des 
propriétés projectives des coniques sphériques et planes. 

?^ 241. Théorème de Maclaurin. | Sur trois droites données Pi,p 2 ,p* 

Par trois points donnés .f» on prend des points 

f\» P 2» p aOnmènedesdroi- / P 1 ,P 2 ,P 3 telsqueladroite 

tes sphériques pi,p 2 ,p 3 / (Pi^) passe par un 

telles que le point (p x ,p 2 ) l *«^ p # point fixe Qj et la droite 

reste sur une droite don- |\^ ^ "^-^^ (^2*^3) P ar un autre 

néeq 19 et le point ^p 2 ,p 8 ) I \ p.''' point fixe Q 2 . Démon- 

sur une autre droite don- *f» ^-* trer que la droite (PjjPi) 

née q 2 . Démontrer que Sl ~ Fig 36 reste tangente à une co- 

(P39P1) décrit une conique sphérique. | nique sphérique. 

Soient t!,r 2 ,r 3 les vecteurs des points P 1? P 2 ,P 3 ; % et % ceux des 
droites q t et q 2 et t enfin celui du point cherché P. La première droite 
passe par P et Pj, son vecteur est donc Y*if et son point d'intersection 
avec qj est ^ifoYïit etc., de sorte qu'on obtient 

Pi -Ytir (q^Px) --VfcVv 

P2 Yr 2 Y<iiW (q 2 ,p 2 ) Y* 2 Yr 2 KW 

Ps A'rsY fcV^Y ^i \ V • Sur la droite p 3 est de nouveau situé le 
point P, qui satisfait donc à l'équation 

rYr 8 Y%Vt 2 YqiYtit = o . 
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Le développement de ce produit scalaire donne, si x X9 x i9 x B sont les. 
coordonnées du point t, une équation homogène et du second degré en \ t . 
Le lieu géométrique du point P est donc, en effet, une conique sphérique. 

On voit sans peine qu'on satisfait à l'équation trouvée en substituant 
à r les vecteurs 

c'est-à-dire que la courbe passe par les intersections de q x et (,P 2 ,P 3/ ), d^ 
q x et q 2 , de q 2 et de (P 3 ,Pi). Le théorème est une conséquence immédiate 
des propriétés projectives des coniques sphériques et planes. 

Il est facile d'étendre ces théorèmes à des polygones de n côtés : 

Quand les n côtés d'un poly- Quand les n sommets d'un po- 

1 

gone tournent autour de n points | lygone parcourent des droites fixes 

fixes, et que n — 1 sommets décri- i et que n — 1 côtés tournent autour 

vent des droites fixes, le dernier de points fixes, le dernier côté enve- 

sommet décrit une conique. loppe une conique. 

242. V. Les droites pj et p 2 > Les points P x et P 2 sont deux, 

sont deux tangentes perpendiculaires ' points quelconques d'une conique, 

quelconquesd'uneconiquef(xx) = o. dont la distance est w . Déterminer 

Déterminer le lieu géométrique de : le lieu géométrique de leur droite 

leur intersection (p x ,p 2 ). de jonction (P l9 P 2 ). 

Si les points de contact des deux tangentes correspondent aux angles 
26 et 29, les vecteurs de ces tangentes seront, d'après §23o bis : 

p x (n 4- mcos2ô)t 1 4- msin20t 2 — t 3 
p 2 : .- (n -f- mcos2(p)r 1 4- msin2©r 2 — r 3 

et celui de leur point d'intersection 

(Pi>P2) cos (<? + °)*i 4- sin(© 4- 0)r 2 4- ncos(o 4- 0) 4- mcos(s — <h]r a 
Il s'ensuit, si x 19 x 2 ,x 3 sont les coordonnées de ce point : 

ox x = cos(o 4- H) 
px 2 = sin(;p 4- 6) 
px 3 = npx x 4- mcos(<p — 0) 
et comme p x et p 2 sont perpendiculaires : 

n 2 4- m 2 cos2(<p — 6) 4* nm(cos2<p 4- COS2Ô) 4-1=0 
En éliminant p, <p et 6 on obtient comme lieu géométrique la conique 
•f(xx) --: (n 2 — m 2 4- i)(xf 4- x 2 ) 4- 2X 8 (x 3 — nx t ) = o. 
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248. Les vecteurs de toutes les tangentes de la conique f(xx) = o 
déterminent sur la sphère une courbe, qu'on appelle la conique réci- 
proque. Quelle en est l'équation ? Le vecteur d'une tangente (f 23o blV > 

étant , .. . , 

tn 4- mcos2 6)r 1 4- msin2G.r 2 — f 3 

on a, si x l9 x 89 x tt sont les coordonnées du point correspondant de la conique 
réciproque : 

pXj = n -1- mcos2 sx 2 = msin2 sx 3 = — i 

ou en éliminant o et G : 

•ffxx) x 2 4- x 2 4- (n 2 — m 2 )x 3 4- 2nxjX 8 = o. 

Combinons ce résultat avec la dernière équation du paragraphe 
précédent. Nous constatons que 

(n 2 — m 2 4- 2)co(xx) — <p(xx) ■f(xx) ; 

c'est-à-dire que la courbe ®(xx) = o est concyclique à la conique réci- 
proque. 

244. Théorème de Hart. — Le cercle inscrit et les trois cercles 
exinscrits d'un triangle sphérique sont tangents à une même circonférence. 

Les équations du cercle inscrit et du premier cercle exinscrit sont 
d'après le § 124 en coordonnées tangentielles barycentriques : 

(u^inAj. 4- u 2 sinA 2 4- u 3 sinA 8 ) 2 — U(uu) = o (I) 

( — UjSinA^UaSinA, 4- u 3 sinA 3 ) 2 — il(uu) = o (II) 

ou encore en développant : 

^Vg*' 4- u 3 u,tg^ 4- UjUjtg A ; = o . (V) 

— u 2 u 3 tg^ 4- UaUjCOt-^ 4- u x u 2 cot *? = o . (IF ) 

En coordonnées barycentriques ponctuelles elles deviennent : 

v*t«t Al _i_ v^tni A * 1 »»»„* A * * Ai Ai A: A» Ai At 

W-7 4-x,tg' T + x 3 tg» T — 2XlX2 tg 7 tg T -2X 2 X 3 tg-tg--2X 8 X 1 tg-tg- _o 

<»*t*.i Al 1 -* .« Aa 1 ~* *«A» , ^ Ai Ai As A» , A» Ai 

x i t K 2 Y+ x tCOt î ~4-x 3 cot»-4-2x 1 i 2 tg- cot- 2 — 2x 2 x 8 col 2 cot T + 2x s x 1 cot-tg--o 

ou, si les Ei représentent l'unité positive ou négative : 



siN/xi^t + W^g^ 4- 2 3 s/x 8 tg7 = o (I") 



»V-*itg7 + W x 2 C0t T + ^v/xscot- = o (IV) 
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Considérons maintenant la circonférence : 

[u 1 sinA 1 cos(A 2 — A 3 )-f-u 2 sinA 2 cos(A 3 — A 1 ) + u 8 sinA 3 cos(A 1 — A 2 ) 2 — Q(uu) = o (III) 

Les tangentes communes à (I) et (III) passent par les centres de simi- 
litude, pour lesquels on trouve en soustrayant (III) de (I) : 

UjSinAjSin* - ? — - a -)- u 2 sinA 2 sin 2 3 — - -|- u 3 sinA 3 sin 2 1= — - = o (IV) 

u, sinA, cos 2 -*-"-? -f- u 2 sinA 2 cos 2 3_ - 1 -f- u 3 sinA 8 cos 2 — 2 = o (V) 

J* £ £ 

Ceux de (II) et (III) sont 

— UjSin AjCOS 2 - 9 - — ' -f- u a sinA 2 sin 2 3 x l -|- u 3 sinA 3 sin 2 ' x 2 = o (VI) 

£* Jm £ 

— u x sin A, sin 5 -- 2 :l -)- u 2 sinA 2 cos 2 — - ' -|- u 3 sinA 3 cos 2 *~ * = o (VII) 

A JL & 

Le centre de similitude (IV) satisfait à l'équation (I") pour ^ = e 2 — e 3 - i . 
Il s'ensuit que (I) est tangent à (III). De même le point (VII) satisfait à 
{II") pour s t = s 2 = i, 6 3 = — 1 ; le cercle exinscrit (II) aussi est tangent 
à (III). Cette dernière circonférence (III) est donc tangente au cercle inscrit 
et aux trois cercles exinscrits. 

244 bis . Quant à son centre, qui d'après le § 123 est : 

sinA 1 cos(A 2 — A,,)^ -f- sinA 2 cos(A ; , — A,)r 2 -}- sinA 3 cos(A, — A 2 )r 3 
- C 1 C 2 C 3 (tgA 1 r 1 + tgA 2 r 2 + tgA 3 r 3 ) -f- S^S.ft -+ r 2 + r 3 ) 

il est d'abord sur la droite qui relie l'orthocentre H(tgA n tgA 2 ,tgA 3 ) à 
l'intersection des médianes G (1,1,1). Mais on a aussi 

cosA, -|-cos(A 2 — A 3 ) - 2Cos(S — A 3 )cos(S — A 2 > 
ou sinA 1 cos(A 2 — A 3 ) — sin A, cos A l -|- 2 sin A, cos (S — A 2 )cos(S — A 3 ) 

Il peut donc encore s'écrire 

[Si Cj^ -{- S 2 C 2 r 2 -f- S 3 C 3 r B ] 

+ /c- a \ tir k \ /<.-> a \ r sin Ai , sin As • • sin A» 1 
2 cos (S — A,)cos(S — Ao)cos(S — A,) — , c . r. -4 ^~r^,+ „ /c . r.J 
x w \ ./ \ a' Lcos(S-Ai) 1 ■ cos(S — Ai) z • cos(S— As) **J 

Les deux parenthèses représentent (§70) les points conjugués isogo- 
naux H' et O' de l'orthocentre et du centre du cercle circonscrit 1 . Le 
centre de la circonférence de Hart est donc à l'intersection des droites 
(H,G) et (H',0'). 



1 Les coordonnées barycentriques de l'orthocentre et du centre du cercle circon- 
scrit sont tgAi et sin Ai cos (S — Ai) ; celles des points conjugués isogonaux (§70) par 
conséquent sin Ai cos Ai et sin Ai : cos(S — Ai). 

14 
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245. Conique de Hamilton. — Cherchons encore la conique tan- 
gente aux côtés du triangle sphérique, les milieux des côtés étant les 
points de contact. Au % 1 58 on a trouvé que l'équation d'une conique 
tangente aux côtés est en général 



■«i\.- + 



Œf + ®'-' 



Dans notre cas spécial 04 - 0^ - a 3 et l'équation de la courbe cherchée 
est par conséquent en coordonnées ponctuelles : 

yîT -+- V*T -+■ VxT = o 

et en coordonnées tangentielles 

1 1 

(V1II> 



1 




1 
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-f 
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0. 


ûï" 




Û2 




U3 







La conique de Hamilton (VIII) et le cercle inscrit (I') ont quatre 
tangentes communes. Les trois premières sont les côtés du triangle. Les 
coordonnées de la quatrième 

* = £ = £-(«* -«•*) = (■.*-<■*) = (<■*-■*) 

satisfont à l'équation (IV), qui est celle d'un des centres de similitude de 
(1) et (III). Cette droite n'est donc pas seulement tangente à (VIII) et (I), 
mais encore à (III), c'est-à-dire à la circonférence de Hart. 

Quant au rayon R' du cercle de Hart on trouve sans peine qu'il 
satisfait à l'équation tgR' = - tgR, si R est celui du cercle circonscrit. 
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246. L'équation d'une conique passant par cinq points a été trouvée 
comme déterminant de sixième ordre égalé à zéro. On peut cependant lui 
donner une autre forme. En effet, la courbe * 

À(xfa)(xcd) — (xdaj(xcf') = o 

passant déjà par a { , q , d t , £ passera encore par bi si le paramètre X est 

(bda)(bcf) : (bfa)(bcd) . 

L'équation cherchée est donc 

(bda)(xcd)(xfa)(bcf) — (bfa)(xda)(xcf)(bcd) = o. ^21 ) 



247. Théorème de Pascal. — 

Lorsque les points d'intersection 
des côtés opposés 

*i = Vv, l 4 = Vr d r 5 
(A) ^ = Yt 2 t 3 ï 5 = Vr 6 t 6 

d'un hexagone (sphérique ou plan) 
sont sur une droite, les six som- 
mets ri sont sur une conique et 
réciproquement. 



Théorème de Brianchon. — 

Lorsque les droites de jonction des 
sommets opposés 

fi = Viiis v, = Via 

h = VÏ3Ï2 t 6 = YÏ6Ï5 

d'un hexagone (sphérique ou plan) 
passent par un point, les six côtés 
li sont tangents à une conique et 
réciproquement. 



1 Le déterminant de troisième ordre ayant comme éléments de la première ligne 
x i>x 3 ,x s , de la seconde et de la troisième (^,(3 et a l} a 2 ,a 3 , s'écrit (xfa), etc. 
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En effet, les intersections étant sur une droite, on a 

\Xk\ YiaYu. 

(322) 

k\ M* • tfV. - k\ Ut . Is\ W 3 = o . 

ou, en introduisant les sommets à l'aide des équations (A), si a l9 bi, Q. 
di , e s , fi sont les coordonnées des sommets.: 

(bda)(ecd)(efa)(bcf) — (bfa)(eda)(ecf)(bcd) = o 

ce qui, d'après (32 1), prouve que les six points en question sont sur une 
conique. 

248. Pour démontrer facilement certains théorèmes sur les hexagones 
de Pascal et de Brianchon nous introduisons une notation légèrement 
différente. Le schéma 

*i h h *i *3 h 

t îj î, **' tj t 8 ' 

contient les vecteurs des côtés et des sommets consécutifs. Au côté ïi 
correspond le côté lî et au sommet t, le sommet r[. ; le sommet t 2 est 
l'intersection des côtés l x et Ig', etc. 

Pour que l'hexagone formé avec ces éléments soit un hexagone de 
Pascal, il faut et il suffit, qu'il existe des coefficients XJ, Xj tels qu'on ait 

A in '*i*i == '••jlfl Agis == A3I3 A3I3 |q ; 

car si cette condition est remplie, il existe une droite lo, qui passe aussi 
bien par l'intersection de 1/ et l 19 que par celle de l! 2 et t 2 , etc., et qui est 
par conséquent la droite de Pascal pour l'hexagone en question. 

Si nous remplaçons les Xîfi et X s Ij par 1/ et l { — qui cessent par le fait 
même d être des vecteur s- unités — la condition nécessaire et suffisante 
devient : 

li' -li = l> — 12 = «-!» lo- (323) 

249. On démontre maintenant sans peine le théorème suivant. Si les 
li et l[ forment un hexagone de Pascal, il en est de même — les b, repré- 
sentant les diagonales principales — pour les ïi et fc, et pour les l[ et fc . 
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Nous avons, en effet, d'après (323) 

L,'-^ =, k + ll = t + Ii + ïa ■-— », 

Le premier de ces vecteurs appartient à la diagonale principale (r lf ri), 
car cette droite passe non seulement par l'intersection de J^ et I3, c'est- 
à-dire tu mais encore par celle de ^ et I3' c'est-à-dire r/. 

D'autre part on a immédiatement 

II— »! =Ï2— »2 = Ï3 — *3 = ïl-4-Ï2 + Ï3 + Ï0 ■ (324) 

ce qui prouve, d après ce qu'on a vu au paragraphe précédent, que 
les Ii et bi forment un hexagone de Pascal, dont la droite est représentée 
par le dernier membre. Il en est de même pour les l[ et i i9 car on 
a encore 

*1— ï/ = »2— Ï2 =»3 — I3' =-* + l. + l 8 +2lo). (325) 

Les trois droites correspondantes aux hexagones obtenus passent par 
un point (point de Steiner), car la somme de leurs vecteurs (323, 324, 325) 
est nulle. En formant un produit vectoriel avec deux de ces vecteurs, 
on trouve pour le point en question 

VU' + vu + vu 

Il est facile de démontrer les théorèmes analogues pour l'hexagone 
de Brianchon. 

250. Nous allons voir maintenant, que lorsque l'hexagone formé 
avec les éléments 

ti t 2 t s r 4 r 5 r 6 
Ii k h k k k 

possède la propriété caractéristique, il en est de même pour les cinquante- 
neuf autres hexagones, qu'on obtient en permutant les sommets d'une 
manière quelconque. 

Supposons, en effet, qu'on ait transposé deux sommets consécutifs, 
par exemple r 4 et r 5 . Les éléments 

ti r 2 t 8 r 5 r 4 r 6 ^ 

M *2 h II lô *6 • 
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forment un hexagone pour lequel les intersections des côtés opposés sont l 



\U » 



\%k V«, 



Vy, Vu» 



(3 2 8i 



Or, si l'on multiplie le produit vectoriel des deux derniers scalaire- 
ment par le premier on trouve 

: MA I IWsl - [W,] HM] 

et comme le numérateur 2 de cette expression, pouvant s'écrire 

est nul, vu que (326) est un hexagone de Pascal, les trois intersections 
(328) sont sur une droite, ce qui prouve que les éléments (327) forment 
également un hexagone de Pascal. 



Si abcd est un quadrilatère cir- 
conscrit à une conique sphérique, 
et si e 1 ,e 2 ,£ 3 ,£ 4 sont les distances de 
ses sommets à une tangente quel- 
conque de la courbe, on aura 



smsismEg 



= const. 



250 bis . Théorème de Pappus. 

— Si ABCD est un quadrangle ins- 
crit dans une conique sphérique, et 
si B 1 ,8 2 j5 3 ,3 a sont les distances d'un 
point quelconque de la courbe aux 
quatre côtés du quadrilatère, on aura 

sinS t sinS., 

1 _j = const 

sin5 2 sinô 4 

quel que soit le point de la courbe. 

En effet, l'équation de la conique, passant par les quatre sommets 

(xab)(xcd) — k(xbc)(xda) = o 
peut s'écrire, si o, B, c, b, r sont les vecteurs des points en question 

t\nb.r\rfc — k. t]it. t\lm = o . 

Or, nous avons, si l t est la longueur du premier côté et lj son 
vecteur-unité 

\ afe = a j b 1 sinl 1 .ï 1 et t\ab = Xjajbjsinlj.sinSj. 



sine 2 sine 4 
quelle que soit la tangente. 



1 Le second de ces points est d'abord sur la droite qui relie V^g ^" *e au 
point VI3Ï4 ; *4 c'est-à-dire sur I-\ Il est ensuite sur I 2 , car lorsqu'on multiplie scalaire- 
ment par I,, le produit est zéro. 

2 On a écrit [Imïnlp] au lieu de ImYlnli» • 
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de sorte, qu'en divisant par x 4 a 4 b 4 c 4 d 4 nous obtenons : 

sinSj.sinBg __ . sinl 2 .sinl 4 
sin8 2 .sin8 4 sinl 1 .sinl 3 

Le second membre de cette équation ne contient que k et les côtés 
du quadrangle; il est donc constant. Pour un quadrangle inscrit dans 
une conique plane on aura évidemment S 1 B 3 : 8 2 8 4 = const., pour un 
quadrilatère circonscrit à une conique plane e t e 3 : s 2 e 4 = const. 

251. Courbe harmonique de seconde classe. — Etant données 
deux coniques sphériques 

f(xx) 2bikXiX k = o ?(xx) -: 2dikXiX k = o 

déterminons l'équation à laquelle la droite \\ doit satisfaire, pour que les 
couples de points d'intersection, qu'elle produit, forment un rapport 
anharmonique donné a. 

Il est d'abord évident qu'en coordonnées tangentielles les équations 
des deux couples de points sont : 

f(U 2 V 3 — U 3 V 25 UgV'i — U X V 3 , UiV 2 — u 2 v x ) = o (I) 

<p(U 2 V 3 — U 3 V 2 , U 3 Vi — U^'3, u x v 2 — u 2 \\) = o (I') 

Mais si nous changeons le troisième côté du triangle de référence 
de manière à le faire coïncider avec la droite v i9 les équations des 
couples, étant maintenant situés sur le troisième côté du nouveau triangle 
seront de la forme : 

9 " 9 9 9 

au/ -f- 2bu/u 2 -+- cu 2 = o a'u/'-i- 2b'u/u 2 -+- c'u 2 ~ = o (II) 



et leur rapport anharmonique a satisfera d'après (146) à 

' a+1 \ 2 (ac'-2bb' + a'c) 2 



*— V 4(b 2 — acïïb' 2 — a'c') 



(III) 



Il s'agit maintenant de trouver les coefficients a, b, c et, a', b',c'. Or, 
pour opérer la transformation des coordonnées indiquée, nous avons les 
formules (% 83) : 

pv^ = v 2 l 2 

P v sK = V l V l l l + V 2 V A + WÂ 
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Il s'ensuit, si les Ui sont les coordonnées d'une droite avant la trans- 
formation, les u[ celles de la même droite après la transformation, 

v l U lV V 2 "&+*&!&= v l U lV v 2 UfV"3( v l Vit J +V 2 V 2 J 2 +V3V s Ï3) = v 1 U 1 t 1 +v 2 U 2 ï 2 +V3U 3 I 3 , 

ou encore par la comparaison des coefficients des li : 

u/ : a] : u 3 = (u x v 3 — u s \\) : (u 2 v 3 — u 8 v 2 ) : u 8 

Si nous substituons ces valeurs des uî dans les équations (II), 
nous devons retrouver (I) et (F);. ceci nous permet de conclure par la 
comparaison des coefficients correspondants, que 

av a ^ *>» v î + baav* — 2 b M v 9 v 8 a'vj = d M vJ + d 38 v5 — 2 d^v^ 

2 bv| = 2(-b la vJ— b M v 1 v 2 +b 28 v 1 v 3 +b 3l v._,v 3 ) 2b'v5 = 2(-d 12 v*— d^v^-H d»v 1 v a f d st v a v s * 
cvj = " b ss vï + b u vj — 2 b 9l \' 3 v L c'vj = d^vj + d n vj — 2 dg^v^ 

Introduisant ces valeurs dans l'équation (III), nous obtenons une 
courbe du quatrième ordre : 

4(a+ i) 2 . F(vv)*(vv) — (a- i) 2 HÏ(vv) = O. (IV) 

où, dans une notation symbolique 

Hi(vv) [v x (d 2 b 3 — d 3 b 2 ) + v 2 (d 3 b x — d^) 4- v^d^ - d^)] » 
pourvu que dans le développement de ce carré on pose 

bib k b ik b k bi did k d jk d k di 

Quant aux deux autres fonctions introduites elles sont 

F(vv) 2BikViV k et *(vv) - 2DikVjV k .. 

Pour que les couples de points sur la droite Vi aient un rapport 
harmonique (a = — 1) il faut et il suffit, que Vi satisfasse à l'équation du 
second degré H 2 (w) = o, qui représente la courbe harmonique de seconde 
classe. 

252. Courbe harmonique de second ordre. — Si l'on veut que 
les tangentes menées du point y» aux coniques sphériques 

f(uu) 2bi k uiU k = o ?(uu) - 2dikUiU k = o 

forment deux couples d'un rapport anharmonique a, il faut et il suffit 
que les Vi satisfassent à l'équation 

4 (a -h O 2 - F(yy).<Kyy) — (a — i ')*. HÎ(yy) = o 
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Pour que les couples de tangentes aient un rapport harmonique, il 
faut et il suffit de satisfaire à 

Hi(yy) [(d 2 b 3 — jd 8 b i )y 1 -+■ (d,^ - d^y. + (d^ - djbj )y :i ] * = o 

qui est l'équation de la courbe harmonique de second ordre. 

258* Supposons que Vi et wi soient les tangentes menées du point y x 
à la première courbe Eb ik UiU k = o ou EBi k XiX k = o et que la seconde 
des coniques soit la courbe cyclique û(uu) = o. Si les droites v { et wi 
possèdent avec les tangentes à Q(uu) = o un rapport harmonique, elles 
sont conjuguées harmoniques par rapport à la courbe cyclique. Elles 
satisfont donc à 

Û(VW) - Kv^ -+- v 2 V 2 l2 + Wj^iy^ù + v 2 W 2 l 2 -+- v 3 W 3 (3) = O 

c'est-à-dire, que les tangentes à la première courbe Vi et w t sont perpen- 
diculaires. L'équation 

Hi(yy) [(^Us-bsU,))'! + (bA- b,aOy 2 -h (b^- b^ljyg 2 = o 

représente donc le lieu géométrique des points Vj , d'où la courbe 
^b ik UiU k = o est vue sous un angle droit. Ce lieu géométrique devient 
un cercle, lorsqu'il s'agit d'une conique plane, car en appliquant 
la règle (240) nous trouvons pour chacune de ses trois expressions, 
i> ik étant SiS k C ik , 

M*(b u + b 22 4- bg-j + 2 b 12 -+- 2 b 23 -+- 2 b 31 ) . 

254. Il est évident que l'équation 

H 2 (w) [(b 2 w 3 — b 3 w 2 )Vj 4- (b 3 o) X — b^Vg + (b lt .> 2 — b 2 a>j)v 3 ] * = o 

représente l'ensemble des droites, qui déterminent dans la conique 
sphérique Eb ik XiX k = o des cordes, dont la longueur est — . En effet, les 
points d'intersection y L et z, que la droite Vi, satisfaisant à cette équation, 
donne avec ïb lk x,x k = o sont conjugués par rapport à to(xx) = o. Nous 
avons donc 

w <yz) (M'iti + Wth -+■ HYMkv-Ati -h î^z,^ + ^z 3 r 3 ) = o 

c'est-à-dire que la distance sphérique des points y } et z, est un quadrant. 



255. L'angle cp de deux droites 

\i et Wj se trouve d'après (79) par 

? ~ îi(vv).Q(ww) 



La distance e de deux points 

Vi et Zj se trouve d'après (78) par 

I {^{JLoiXal'UOyga v 3 z 2> y^ - v ^.... \ 
M*. iMyy)tù{zz) 



sin'î — 
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ou d'après (77) par 

LOS? " Ulvv)Q(ww) 

Il s'ensuit encore par division : 

«. (viv 2 v : ,» 2 (o(v.,vv : , -v 3 \v.,, v 3 \v, v^Vg,...) 
tances- - - r.;7~- -.« 



[U(V\Y!« 



(3 19,) 



256. Supposons maintenant que 
l'équation Sb 1k x 5 x k = o représente 
deux droites \\ et w } , dont il s'agit 
de déterminer l'angle. Dans ce cas 

— nous l'avons vu au paragraphe 180 

— il existe entre les coefficients de 
l'équation donnée et les coordon- 
nées des deux droites les relations : 

b ll = v l w l 2 b 23 = v*w 3 -+- v 3 w 2 
b 22 = v 2 w 2 a b 81 = v 3 Wj + v x \v 3 

b 33 = V 3 W 3. 2 b 12 = V X W 2 + V^Vj 

«dont nous tirons facilement : 

— 4B u = (v 2 w 3 — v ;l w 2 ) 2 
— 4B12 = (v 2 w 3 — v 3 w 2 )(v 3 w l — VjWa) 

En substituant ces valeurs dans 
l'équation (3 iç^) nous trouvons pour 
l'angle cherché : 



.„* t , ,, [">11 B IL l 2U> 12 B 12 



[■^îibn-i 2L2 12 b,. 2 -| ';* 



ou en notation symbolique l ($ 20 \ 

t K *?_, -4(v.v,v a H fô[bb7p 



ou d'après (76) par 



cos*s — 



b> 



{y*ij* 



w(yy)ft>(zzi 

Il s'ensuit encore par division : 



tang's — 



M*j>(yz)T« 



(3i9=) 



Supposons maintenant que l'équa- 
tion Se ik UiU k = o représente deux 
points yi et z l9 dont il s'agit de 
déterminer la distance. Dans ce cas 

— nous l'avons vu au paragraphe 1 80 

— il existe entre les cofficients de 
l'équation donnée et les coordon- 
nées des deux points les relations : 

e u = Yi z i 2 e 23 = > r 2 z 3 + y 3 z 2 

e 22 = V 2 Z 2 2 e 31 = V 3 Z 1 ■+" }'l Z 3 

**38 = y3 Z 3 2 ^12 = Yl Z 2 "■"* V 2 Z 1 

dont nous tirons facilement : 

— 4 E u = fy 2 z,~ y 3 z 2 ) 2 
-4E 12 = (y 2 zg— y 3 z 2 )(y 3 z x — y^) 

En substituant ces valeurs dans 
l'équation (3 iQa) nous trouvons 
pour la distance cherchée : 

- 40*1 «AajAa) 2 r^u E iit 2U 1? E 12 - ] 



tg»E 



M 2 



>iie u + 2w 12 e J2 -f 



.1* 



ou en notation symbolique * (3 2G ) 

4( l ii l |x 2 yu } ) 2 ii(EE) 



W 



M 2 



Twlee)] 1 



1 Si l'on convient de poser Bik BiB k B k Bi Bki , le numérateur peut s'écrire 

o) tl Bj[ 1 (o.^B., | W33B3 4 2 'i) 12 B l B 2 -; _ o)(BBi 

tandis que le dénominateur devient par une supposition analogue 

! Q u bï i li w bj 1 U M bJ -\ 2 ûwb^s h ? "ii{bb)" 2 . 
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257. Nous nous servons des résultats obtenus pour résoudre les 
-questions suivantes : 



Etant donnée une conique, dé- 
terminer T équation à laquelle le 
point y t doit satisfaire, pour que de 
ce point la courbe soit vue sous dn 
angle <p. 



Etant donnée une conique, dé- 
terminer Péquation à laquelle la 
droite Vj doit satisfaire, pour qu'elle 
donne avec la courbe une corde de 
longueur s. 



Commençons par la seconde des deux questions. Si par un point 
d'intersection de Vi avec la courbe nous faisons passer une droite quel- 
conque Ui, les coordonnées de ce point qui sont 

U 2 V 3 — U 3 V 2 » U 3 V 1 — U 1 V 3 9 Ul V 2 — U^ 

doivent satisfaire à l'équation de la courbe 

f(uu) i:e ik u,u k = ou SEikXiXk = o . 

Nous avons donc en nous servant de la notation symbolique bien 
•connue : 



En(u*v 8 — u 8 v s j2+ • •• 2E 12 (u 2 v 3 — u 3 v,)(u y v 1 — u^-h 



T [Ui<E 2 v n — E 3 v 2 ) -4- u,( E^ — KiV 3 ) + u 3 (K 1 v 2 — EgVjj]* =0. 

comme équation des deux points d'intersection de la droite v s avec la 
conique. 

Mais la droite v, doit être telle, que la distance de ces deux points 
ait la valeur donnée e. Or, cette distance se trouve par la formule (320 2 ) 
pourvu que nous y remplacions e u par (E 2 v 3 — E 3 v 2 ) *, e 12 par le produit 
symbolique (E 2 v 3 — K d \\ 2 )(E^\\ — E^) et par conséquent E n par Ev'f.f(vv) 
«et E 12 par EvjV^vv), etc. 

Le numérateur de (320.,) devient donc 

— 4 i^^uuj) 2 . E. f( vv»[U u vï + 2 il 12 v 1 v 2 + ] — ^.j^iia)*. E.f(vv)Lil vv) 

tandis que le dénominateur prend la forme : 



M , .{[w 1 (E 2 v 3 -E 8 v 2 H-tt>slE 3 v 1 -E,v 3 l : . •■' - } 8 M*.{' v l l(.) 2 E 3 ■u) 3 hl. 2 \ + \' 2 ltû 2 E i t.)^) * ...^ ) 



1* 
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C'est ainsi que nous obtenons : 

~4(fiPtlM f EU(W)f(vv) 

M* { | [\\{ <j>, E s — co 8 E 2 ) + y^tù a E t — w t E 3 » + v^ wj_ E 2 — M 2 E t )] * } * 

qui est l'équation d'une courbe de quatrième classe, lorsque la distance t 
est constante. De la même manière on trouve comme réponse à la 
première question une courbe de quatrième ordre. 

Pour que les cordes aient une longueur — , il faut et il suffit que 
le dénominateur de (32 1) s'annule, c'est-à-dire que v satisfasse à 
l'équation : 

(E 2 <»>3 — Ka (,) 2) v i ■+* (Ea w i — Ei^s)^ ~t~ lEi 0> 2 — E^i^s] * = o . 

Cette équation a déjà été trouvée au paragraphe 254. 



CHAPITRE XVIII 



Propriétés projectives des coniques. 



258. Si les points v^ et r 2 sont 
les centres de deux faisceaux pro- 
jectifs sphériques, et r 3 le point d'in- 
tersection de deux rayons correspon- 
dants, les deux faisceaux peuvent 
être représentés par les équations 



x< 



Xx 3 = o (I) x t — u.x 3 = o 



aXa 4- bX + Ca = o 



(") 



car, à cause de la correspondance 
<le x 2 = o et Xi = o, les deux para- 
mètres doivent s'annuler simulta- 
nément. 

L'élimination de ces paramètres 
conduit à l'équation 



Si les droites ï x et lg sont les 
supports de deux ponctuelles pro- 
jectives sphériques, et I3 la droite de 
jonction de deux points homologues, 
les deux ponctuelles peuvent être 
représentées par les équations 

u 2 — Xu 3 = o (I) ^ — ^3 = 
aXjx 4- bX -f C|x = o (II) 

car, à cause de la correspondance 
de u 2 = o et Uj = o , les deux para- 
mètres doivent s'annuler simulta- 
nément. 

L'élimination de ces paramètres 
conduit à l'équation 



axjX 2 4- bx 2 x 3 -4- cXgXj = o , (III) au x u 2 + bu 2 u 3 4- cUgUj = o (III) 



-ce qui nous prouve, que les points 
d'intersection des rayons homo- 
logues sont sur une conique sphé- 
rique, passant par les centres (1,0, o) 
et (0,1,0). 

259. Pour X = 00 lëquation (II) 
donne p. = — b : a, c'est-à-dire qu'au 
rayon x 3 = o du premier faisceau 
(centre r x ) correspond le rayon 



ce qui nous prouve, que les droites 
de jonction des points homologues 
enveloppent une conique sphérique, 
pour laquelle les supports (1,0,0) et 
(o,i,o)eux-mêmessontdes tangentes. 

Pour X = 00 l'équation (II) donne 
;jl = — b : a, c'est-à-dire qu'au point 
u s = o de la première ponctuelle 
(support \ x ) correspond le point 



— 222 — 



axj -4- bx 3 = o du second faisceau. 
Cette équation est celle de la tan- 
gente au point r 2 (o, 1,0). 

De même on trouve, qu'au rayon 
x 3 = o du second faisceau (centre t 2 ) 
correspond la tangente en t^ 1,0,0). 

260. Réciproquement, si une 
courbe sphérique du second ordre 
est donnée, dont A, et A 2 sont deux 
points fixes, les deux faisceaux 
qu'on obtient en reliant A t et A 2 
aux différents points de la courbe 
sont projectifs, 



au x -h bu 3 = o de la seconde. Cette 
équation est celle du point de con- 
tact de la droite U(o, i,o). 

De même on trouve, qu'au point 
u 3 = o de la seconde ponctuelle 
(support l 2 ) correspond le point de 
contact de ^(1,0,0). 

Réciproquement, si une courbe 
sphérique de seconde classe est don- 
née, dont a x et a 2 sont deux tan- 
gentes fixes, les deux ponctuelles 
qu'on obtient en coupant a x et &> par 
toutes les tangentes de la courbe 
sont projectives, 



car, si A 8 est un troisième point de la courbe sphérique, l'équation 
par rapport au triangle AjA 2 A 3 sera de la forme 

axjX 2 -h bx 2 x 3 -h cXjjXi = o 

c'est-à-dire, que les différents points peuvent être considérés comme les 
intersections des rayons 



X., — AXq = o 



et 



x i — ^3 = ° > 



les paramètres étant liés par la relation : 

aXtx 4- bX -f- cjx = o . 

Les points Aj et A 2 étant des points quelconques, la même courbe 
peut être considérée d'une infinité de manières comme résultante de 
deux faisceaux projectifs. 



261. Les deux faisceaux ne sont 
pas seulement projectifs mais per- 
spectifs, lorsque au rayon x 3 = o du 
premier correspond le rayon x 8 = o 
du second. 



Les deux ponctuelles ne sont 
pas seulement projectives mais per- 
spectives, lorsque au point u 8 = o 
de la première correspond le point 
u 3 = o de la seconde. 



Mais, comme ceci implique, que les deux paramètres X et jjl 

deviennent simultanément infinis, il faut et il suffit, que l'équation de 

la projectivité soit : 

bX + eu. = o . 
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L'élimination de ces paramètres 
bx 2 x 3 -f- cXgX! x 3 (bx 2 -+- cxj) •» o 

c'est-à-dire, qu'en cas de perspecti- 
vité le lieu géométrique pour les 
points d'intersection des rayons 
homologues se compose de deux 
droites, à savoir le rayon commun 
x 3 = o et Taxe de la perspectivité 

bx 2 + cx t = o . 

262. Soient donnés les quatre 
points fixes 

WiCaO, Wî(bi), m 3 (Ci), m,(d,) 

Le lieu géométrique des points 
ri.Xi) tels, que les droites 

(nti,*), (m 2 ,r), (m 3 ,r), (m 4 ,t) 

possèdent un rapport anharmonique 
donné k, est une conique sphé- 
rique. 



donne 

bu 2 u 3 + cUgUjL u 3 (bu 2 -h cu A ) = o 

c'est-à-dire, qu'en cas de perspecti- 
vité les droites de jonction des 
points homologues passent par deux 
points, dont le premier est le point 
commun u s = o, tandis que le se- 
cond est le centre de la perspectivité 

bu 2 -h cu x = o . 

Soient données les quatre droites 
fixes 

*i(v,") , fc(w.) , Mti) , fc(r,') 

Le lieu géométrique des droites 
l(ui) telles, que les points 

(M). (M)> («8.1) » (M) 

aient un rapport anharmonique 
donné k, est une conique sphé- 
rique. 



En effet, les vecteurs des deux premières droites sont 



V»ii 



et 



Ywit 



et comme les quatre droites passent par le même point, les deux dernières 
peuvent s écrire : 



\ n^t — p \ wur 



^ «yr — <j) m. 2 t 



Pour déterminer p et or, rappelons-nous que la troisième passe par 
îit 3 et la quatrième par m 4 . Nous avons donc 



[tutiitta] — pltn^uig] = o . 



"tm 1 m 4 ] — <i[m>m 4 = o. 



ou, en introduisant les coordonnées des différents points : 



(xac) — p(xbc) = o 



(xad) — <j(xbd) = o . 
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Le rapport an harmonique p : a doit être constant et égal à k : nous 

avons donc ... . . , . . .. 

(xacj(xbd) — k(xbc)(xad) = o 

c'est-à-dire que le lieu géométrique du point Xi est une conique sphérique, 
passant par les quatre points donnés. 

268. Si t, t', t", t'" sont quatre tangentes données, T, T', T", T'" 
leurs points de contact, 1 une tangente quelconque et O un point quel- 
conque d'une conique (sphérique ou plane), les points (1,0, <l,t r ), (l,t") 9 
(Ut"') auront le même rapport anharmonique que les droites (0,T\ 
(0 5 T')> (0,T"), (0,T"'j. 

Pour le démontrer, formons notre trilatère de référence avec 1, la 
tangente au point O, et la corde de contact et choisissons la droite-unité 
telle, que l'équation de la courbe devient 

ftuu) Ug 4- 2 u 3 u t = o . 

Si \ r i sont les coordonnées de la première tangente donnée t, celles 
de son point de contact T seront f'fvj, f'(v 2 ), f(v 3 ). Nous aurons donc 
pour les équations du premier point (1,0 et de la première droite (0,T) 



u. 



3 



V, 



3 



v\, 



et 



^ 



f'(v 2 ) f(v 3 ï 



= o 



Or, \i est tangente à la courbe, nous avons donc 

VÎ ■+■ 2 VgVj = o 

f'(v 2 ) : f'(v 3 ) = Vj : v, = 2v 3 : — v 2 



ou encore 



11 s'ensuit pour les points et les droites en question : 



(1,0 



V., 



u 2 
v., 



= o 



(1.0 


u 3 


u., 

; = o 


(l,t"> 


u, 

•< 


V 2 


(.1,0 




u 2 

.7/" = 

2 



tO.T 



(0,T f ) 



(o,t"; 



x s 

2V„ 



+ ?» o 



x., , x 3 

'y -+- , = O 

2 Y V 

8 2 



v_" ^ v." ° 



2 V 



X., 



X, 



(0,T"') ^>4-^ = 

Si Ton forme les rapports anharmoniques d'après le § 48, on voit 
sans peine, qu'il est le même pour les quatre points que pour les 
quatre droites, c. q. f. d. 
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264. Ponctuelle de seoond 
•ordre. — On obtient les points d'une 
ponctuelle ordinaire ou de premier 
ordre en donnant différentes valeurs 

au paramètre X dans l'expression 

i 

Wi -+■ À9l 2 1*1*1 + /k • ihh • 

On obtient de même les points 
d'une ponctuelle de second ordre ; 
en variant X dans l'expression 

8^ + X8t. 2 + X 2 8t3 - [Xjti + X.fJLgtg+X 2 . fJL 3 t 3 , 

■ 

les ti étant trois points non-collk , 
néaires. 

265. Les points d'une ponctuelle 
■de second ordre forment une co- 
nique sphérique. En effet, pour que 
le point (Xy soit sur la droite 

V 1 8 1 +V 2 8 2 +V 3 8 3 Vi.V^+Vg.V^ + Vg.VgÏg, 

il faut et il suffit que leur produit 
scalaire soit nul, 

v t -+- v 2 X 4- v 3 X 2 = o . 

Cette équation étant du second 
ctegré en X, il y a deux points d'in- , 
tersection sur chaque droite v-, . 

On a d'ailleurs, par rapport au ; 
triangle Vitjt S9 pour les coordonnées 
<Tun point, lorsque le point-unité 
-est déterminé par les j^, 

1 * 2 * S ^ = " " J 

•d'où Ton tire en éliminant X 



X 1 X 3 



A = o . 



Les points de la ponctuelle de 
second ordre se trouvent donc sur 
une conique ; le premier et le troi- 
sième côté sont les tangentes en 
t 3 et t t . 



Faisceau de seconde classe.— 

On obtient les rayons d'un faisceau 
ordinaire ou de première classe en 
donnant différentes valeurs au para- 
mètre X dans l'expression 

8 t -4- X8 2 v x l x -f- X . v 2 l 2 • 

On obtient de même les rayons 
d'un faisceau de seconde classe en 
variant X dans l'expression : 

8i+ X8 2 4- 1% v 1 l 1 4-X.v 2 I 2 4-X».v 8 I î „ 

les li étant trois droites sphériques 
non-concourantes. 

Les rayons d'un faisceau de se- 
conde classe forment une conique 
sphérique. En effet, pour que le 
rayon (X) passe par le point 

yA +y 2 ^s+y 3 ^3 y^ft f^^v^s-fv^ 

il faut et il suffit que leur produit 
scalaire soit nul, 

Cette équation étant du second 
degré en X, il y a deux rayons du 
faisceau passant par chaque point ) r i. 

On a d'ailleurs, par rapport au 
trilatère l^Ja, pour les coordonnées 
d'un rayon, lorsque la droite-unité 
est déterminée par les Vi, 

u, : u, : u., = i : X : X 2 : . 



•2 



■3 



d'où Ton tire en éliminant X 
UiU 3 _ u 2 — . . 

Les rayons du faisceau de seconde 
classe enveloppent donc une coni- 
que ; le premier et le troisième 
sommet sont les points de contact 
sur Ig et l x . 

13 
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266. Les points d'intersection 
des rayons homologues de deux fai- 
sceaux projectifs de première classe 

forment une ponctuelle de second 
ordre. 

On trouve, en effet, en formant 
le produit vectoriel de ces deux 
droites un point de la forme : 

m 2 4- i 2 9ts . 



Les droites de jonction des points 
homologues de deux ponctuelles 
projectives de premier ordre 

forment un faisceau de seconde 
classe. 

On trouve, en effet, en formant 
le produit vectoriel de ces deux 
points une droite de la forme : 

8i 4- X8 2 4- X*8 3 • 



267. S'il existe entre les X et jjl de deux ponctuelles de second ordre 
une relation bilinéaire : 

aXa -4- bX 4- eu. 4- d = o (322> 

on dit que les deux ponctuelles sont projectives. Nous avons dans ce cas 

Wx 4- Xjt^ 4- X 2 9tg /\ 9t[ 4- ySti 4- y^Sl,' 

Il est évident que les ponctuelles projectives sont déterminées, dès 
qu'on connaît trois points de la première et les trois points homologues 
de la seconde. 

Pour que tt/ et Wg' correspondent à 9^ et 91g, c'est-à-dire, pour que 
les deux paramètres deviennent simultanément nuls ou infinis, il faut 
et il suffit que l'équation bilinéaire ait la forme bX4-cjx = o ou jx = kX. 
Il s'ensuit * que 

«i -h X» 2 4- X*«3 et »; 4- X« 2 ' 4- X^' 

représentent encore deux ponctuelles projectives de second ordre. On peut 
évidemment faire la même chose pour deux faisceaux, ou un faisceau 
et une ponctuelle. 



268. Les tangentes à la conique 
formée par une ponctuelle de se- 
cond ordre déterminent un faisceau 
de seconde classe, projectif à la 
ponctuelle. 



Les points de contact sur la co- 
nique formée par un faisceau de 
seconde classe, déterminent une 
ponctuelle de second ordre, projec- 
tive au faisceau. 



1 On fait entrer les coefficients k et k 2 dans les vecteurs Iti etJRs . 
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En effet, les points infiniment 
voisins 

«i 4- X» 2 -I- X-'W, 

» X + A«o-f- X2«3+ (»,+ 2X»3)dX 

déterminent la tangente x 

A2g 1 -2Afi 2 4- 8 3 . 

On voit sans peine que ces tan- 
gentes forment un faisceau de se- 
conde classe projectif à la ponctuelle. 



En effet, les tangentes infiniment 
voisines 

"8i 4- X8 2 + X 2 8 3 

8i 4- À8, 4- X*8 3 4- (8 2 4- 2 X8 3 )dX 
déterminent le point de contact l 

V(8 1 +a8 2 -i-X28 3 )(8 2 + 2a8 3 ) 

X2« 1 -2X« 2 + « 3 

On voit sans peine que ces points 
de contact forment une ponctuelle 
projective au faisceau. 



269. Si deux ponctuelles de second ordre ne sont pas seulement pro- 
jectives, mais encore conlocales, c'est-à-dire situées sur la même conique, 
nous pouvons d'abord ramener la seconde des deux ponctuelles 

! + Xï^ + X2»3 H t t 4- X . u 2 t> 4- X*.|i*? 8 (I) 

[ 4- pi!,' 4- v?% - u.[x[ -h [x . u 2 t 2 4- ^. 2 .{A 3 r 3 (II) 

par une transformation de coordonnées à la forme : 

^1*1 4- fi(p.).[^r 2 4- UW-lHh 

Or, l'ensemble de ces points doit représenter la même conique 
que(I); il faut donc que f 2 (a) soit le carré de fj(u). Nous obtenons par 
conséquent pour la seconde ponctuelle 

Mi 4- p.|A 2 t 2 -+- p 8 .t* 3 r 3 Wi 4- pWg 4- ?*% • 

et comme à chaque point d'une des ponctuelles, il ne correspond qu'un 
seul point de l'autre, il faut qu'il existe entre les paramètres X et p une 
équation bilinéaire. 

270. Nous arrivons donc au résultat, que deux ponctuelles projec- 
tives et conlocales peuvent être représentées par 

les paramètres étant liés par une relation de la forme : 

aXa -h bX + Cul -f- d = O . 



1 Nous posons V^Wa i'i, etc. | Nous posons V#A - : Hi» etc. 
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271. Si Ton relie quatre points d'une ponctuelle de second ordre à un 
point quelconque (a) de la même ponctuelle, on obtient quatre droites : 

dont le rapport anharmonique (X t X 3 )(X 2 X t ) : (X 2 -X 3 )(X r X. t ) est évidemment 
indépendant de a. 

272. Soient maintenant (X x ), (X 2 ),(X 3 ),(X 4 ) et (jtj),^),^),^) quatre 
couples de points homologues de deux ponctuelles projectives et con- 
locales. En les reliant respectivement aux points (a) et (p), on obtient 
deux fois quatre rayons, dont les rapports anharmoniques 

(/i-X 3 )(X 2 ->m) ' (As-XgïfXj-XJ et ('^-^H**-^ : (^-^X^i-^) 

sont égaux à cause de l'équation bilinéaire (322). Il s'ensuit, que 

les faisceaux de première classe, les ponctuelles de premier ordre, 
qu'on obtient, en reliant les points qu'on obtient, par l'intersection de 
de deux ponctuelles projectives et , deux faisceaux projectifs et con- 
conlocales de second ordre à deux ! locaux de seconde classe avec deux 
points quelconques du même sup- droites quelconques du même sup- 
port, sont projectifs. port, sont projectives. 

i 

273. Soient A„, A„ et A r , A' r deux couples quelconques de points 
homologues dans deux ponctuelles projectives et conlocales de second 
ordre, et soient s n , si et s r , s r ' les tangentes en ces points. On peut 
démontrer que tous les points d'intersection de (A n Ar) et (AiA r ) sont sur 
une droite (axe de projectivité) et que toutes les droites de jonction de 
(s n s r ') et (SnS r ) passent par un point (centre de projectivité). 

En effet, on trouve d'abord pour les droites et points en question : 

(AaA'r) - (S u S r ') r_- 

V(«i+ y m + x; » 3 ) (Ni + u r « s + 14 » 3 ) ; V(x:8i - 2 x B « f + a,) (^81 - 2 jiA + 8>> 

(A r An) --" (S r Si) 

V(*i + nJIU + î4»3 ) («1 + X r », + X»,) ; Y (u.j8, - 2 jx n 8* + 83) ( X», - 2 X r 8, + 8.) 
et si l'on développe en tenant compte de l'équation bilinéaire (322) : 

(ArAij (S r Si) =- 

(bXn+dXXA --8,)+(aX n -î c)(X r 8 s - 8 3 ) ; (aX u n c)(2»! +-X r «,)— (bX n +d)(», 4-aXJt) 

(A M AÎ) (s n s;) -. 

(bX r fd)(X J1 8i-8»)-l-(aX r -K;(X a 8 î -83); (aX r +-c)(2« 1 +X I1 « 1 )— (bXrtdXR^XJU 
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Soustrayant ces deux équations, on trouve d'une part une droite, 
d'autre part un point : 



(323) d8i + (b i c)8, 4- a8 8 



2 3^ — (bfC)JH, + 2d» 3 



(324) 



La droite (323), étant indépendante de X„ et X,. passe par tous les 
points d'intersection de (A„Ar) et (A r A'j; c'est Vaxe de projectivité. Le 
point (324), étant également indépendant de X n et X r , est sur toutes 
les droites de jonction de (s„si) et (s r si) ; c'est le centre de projectivité. 

274. Il est facile de trouver les points d'intersection de la courbe 
avec Taxe de projectivité et les tangentes de la courbe passant par le 
centre de projectivité. 



En effet, pour que le point de 
la courbe 



soit sur Taxe de projectivité 

d8 t + (b + c)8 2 + a8 3 



En effet, pour que la tangente 
de la courbe 

X28 1 -2X8 2 + 8 8 
passe par le centre de projectivité 

2 a»! — (b+C)»8 + 2dflj, 



il faut et il suffit que leur produit • il faut et il suffit que leur produit 



scalaire soit nul 

d 4- (b^c)X -f- aX 2 = o . 



scalaire soit nul 

d -}- (b i c)X + aX 2 = o . 



Les points d'intersection de l'axe de projectivité et de la courbe sont 
donc en même temps les points de contact des tangentes, qui du centre 
de projectivité peuvent être menées à la courbe. On comprend maintenant 
sans peine que ces points sont aussi les points unis et ces tangentes les 
rayons unis de la projectivité. On le démontre d'ailleurs facilement encore 
de la manière suivante. Pour qu'il y ait point-uni ou rayon-uni, il faut 
et il suffit que dans l'équation bilinéaire ix soit égal à X, c'est-à-dire 

aX 2 -f (bi-c)X -f d = o. 



275. Lorsqu'on projette deux 
ponctuelles projectives et conlocales 
de second ordre d'un point (a) de 
leur courbe, on obtient sur l'axe de 
projectivité deux ponctuelles pro- 
jectives de premier ordre, qui sont 
indépendantes du point choisi (a). 



Lorsqu'on coupe deux faisceaux 
projectifs et conlocaux de seconde 
classe par une tangente (s) de leur 
courbe, on obtient au centre de pro- 
jectivité deux faisceaux projectifs de 
première classe, qui sont indépen- 
dants de la tangente choisie (<j). 



— 23o — 

En effet, un point quelconque d'une droite v^v^Vg peut se repré- 
senter l par (v^-VjWj) 4- plv^-Vg^). Les points (p) et (s) sur Taxe 
de projectivité (d,b+c,a) peuvent donc être représentés par 

P — (b + c^ao)»,^- d«2 -I- ?dtt, F — (b c !-aa)R 1 4- d» 2 4- *d«3 

Pour que les droites (<x,p) et (a 5 <j) (fig. 3j) passent par les points 
homologues (X) et (a) il faut et il suffit, qu'on ait 



(bfcfap) 


d 


?d 




ibfc^aT» 


d 


sd 


l 


a 


a 2 


= . 


1 


a 


a 2 


i 


A 


X 2 




1 


P- 


a 2 

» 



= o 



ou encore en développant ces déterminants : 

(b fc f ap)Xot 4- d(X-i a) — pd = O (b fC ! as);j.a 4- d(a-r a) — cd = O 

aXa -+- bX 4- c* 4- d = o . 
En éliminant X et w. de ces trois équations, nous obtenons : 
[aa 2 4- (b ■ Oa 4- d^ [aps 4- bp 4- c* 4- d] = o 

Le premier facteur n'étant nul, que lorsque a correspond à un point 
uni (| 274), nous 
avons en général 

aps+bp+c<74d=o 

ce qui prouve, que 
les points (p)et (<y) 
sur l'axe de pro- 
jectivité forment 
deux ponctuelles 
projectives, indé- 

. , Fie. 3t. 

pendantes de a, 

c'est-à-dire qu'au point (s) correspond toujours (*), aussi bien lorsqu'il est 

obtenu par la projection de (a), que par la projection de (%). 




1 Le produit scalaire de ce vecteur par v^V v «AVi v 3*-'a est en effet nul. Les 
vecteurs entre parenthèses sont les points d'intersection B t et R, de la droite vj avec 
le troisième et le second côtés du triangle 9ti9t 3 9t 3 . 
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276. Supposons maintenant que l'équation bilinéaire (322) prenne 
la forme plus simple 

aXu 4- b(X+u) 4- d = o . (325) 

Dans ce cas, les ponctuelles projectives sur la même courbe forment 
une involution, qui est connue, dès qu'on connaît deux couples de points 
homologues. Les vecteurs (323) et (324), V 1 * deviennent dans ce cas 



d«! 4- 2 b8 2 4- afi 3 



et 



a»! — b^ 4- d«3 



représentent l'axe et le centre de i involution. 

. Nous pouvons donc dire, que par rapport à la conique W 1 4-À9i 2 4-X 2 ïl 3 
une involution aX[x4- b(X +.{/.) 4- d = o détermine un point, dont les coor- 
données sont a, -b, d et une droite, dont les coordonnées sont d, 2b, a, 
ou bien réciproquement : à tout point y 1 ,y 2 ,y 3 de la surface sphérique 
(ou plane) correspond sur la conique une involution ViXu— y 2 (X+jji) + y 3 -^o 
et une droite, dont les coordonnées sont y 3 , — 2y 2 ,y 1 . On nomme cette 
droite la polaire du point, ou bien le point le pôle de la droite. S'il 
existe des tangentes passant par le point, la droite est la corde de 
contact (| 274). 

277. Démontrons le théorème suivant : Si dans une involution 

les points A, B correspondent à A',B', et les tangentes a, b, 

aux tangentes a',b', toutes les droites (AA'), (BB'), passent par 

le point yi,y 2 ,y 3 , qui est le centre de cette involution, tandis que tous 

les points (aa'), (bb') sont sur Taxe de l'involution. En effet, nous 

trouvons : 



que le déterminant 



Vl 


y* 


y* 


1 


X 


X 2 


i 


a 


a 2 



■ que le déterminant 

V 3 -2V 2 1 
X 2 -2X I 



O-*) 1 yA* — y 2 (^ rt + y»] 

est nul à cause de l'équation bili 
linéaire (325). 



U' 



2UL 1 



2 G* - '0 jA* — y 2 ( x + a) 4- y 3 ] 

est nul à cause de l'équation bili- 
néaire (325). 



278. Si le point parcourt une droite, c'est-à-dire si les yi satisfont 
à une équation linéaire, il en est de même pour les coordonnées 
y 3 , — 2y 2 , y t de sa polaire: celle-ci tourne donc autour d'un point fixe. 
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Supposons par exemple que le point parcourt la droite Vi ; dans ce cas, 
un point quelconque de cette droite (v^- v^) + pfaHj— v 8 lli) a comme 
polaire la droite (v 2 8 3 f2v 1 8 2 ) — 0^81 -v 3 8 8 ) qui, quelle que soit la 
valeur du paramètre p, passe par l'intersection des droites représentées 
par les parenthèses. 

En quel point cette polaire rencontre-t-elle la droite v â ? Supposons 
que ce soit en (v^ — VgRj +- «Kv^— VgH^». Ce point étant sur la polaire, 
leur produit scalaire est nul. Nous avons donc pour déterminer <?, 
lorsque p est donné, l'équation 

2V 3 p<J + V 2 (p-rtf) -f- 2V 1 =0. 

11 s'ensuit, que, lorsque le point (p) parcourt une droite, le point 
conjugué (d) sur la même droite parcourt une ponctuelle, qui est en 
involution avec la première. 

Nous ne poussons pas plus loin l'étude des propriétés projectives 
d'une conique sphérique ou plane. Ce qui a été donné suffira pour 
faire voir le parti, qu'on peut tirer dans cette étude des coordonnées- 
sphériques projectives. 



CHAPITRE XIX 



279. Invariants. — En vue d'une application ultérieure de certains 
invariants, qui se rencontrent dans la théorie des coniques sphériques, 
revenons un instant à la transformation des coordonnées (§ 83). 

Les équations 

ï A i*i = Kibiiîi + fc> b i2*2 + IHWsh fvJIJ = v^^ + v 2 B 12 l 2 -h v 3 Sy S k 
ftfë = ^Anti 4- \hbnh + ^b^tg ?*& = u i B 2iti + ^At + "Ash 
Vi*z ==: ! x i b 3iti ■+• !^b 32 r 2 + IhksPs ? v a^ = v iB 9I l 1 -h v^B^ 4- ^ssk 

déterminent les nouveaux sommets et les nouveaux côtés, lorsque, avant 
et après la transformation, les constantes ^v-, et j^', v; satisfont à la 
condition fondamentale 

• fJiiVi = sinAi ujvf = sinA? . 

Par la multiplication scalaire nous tirons de ces équations : 

KÎf*«rt'ïAW = ^lte^-B-l^Va ( 326 ) ? 3 - v l v 2 V3. 1/H2I3 = B^V^Vy.ïi^ïglg.. 

E^n procédant comme il a été indiqué au paragraphe 83, nous 
trouvons en outre : 

x i = b n x i + b 21 x 2 + b 31 x 3 ?Ul = B u ui -h B 21 u 2 + B 31 ui 

x 2 = b 12 x; + b 22 x 2 + b 8s x» (A) pu 2 = B 12 u; + B 22 u 2 4- B 32 u 3 (B) 

x 3 = b 13 x{ + b 23 x 2 •+• b 33 x 3 pu 8 = B 13 ui -h B 23 u 2 4- B 33 u 3 



280. Supposons maintenant, 
qu'en appliquant la transformation 
(A) à la forme quadratique en x { 

2aikXiX k f(xx) 
nous obtenions 



Supposons maintenant, qu'en 
appliquant la transformation (B) à 
la forme quadratique en u { 



2eikUiU k 
nous obtenions 



9(UU) 



;aikXi'x k . F(xx') 



Seiu/ui ■ *(u'u') 
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La forme quadratique spéciale 
«n Xi : 

w(xx) (ujx^ 4- ^t 2 + jA 3 x 3 r 3 ) 2 

représente le carré du tenseur du 
point Xi. Ce carré ne change pas 
par la transformation indiquée et 
cette forme devient donc (o'(x'x'). 

281- Il s'ensuit, que la forme 
quadratique composée 

f(XX) + À(o(XX) 

sera après la transformation 
F(x'x' ) 4- W< x'x'j 

Le discriminant de la dernière 
forme est égal à celui de la pre- 
mière, multiplié par le carré du 
module qui (326), dans ce cas, est 



B 



!*l\ u 2>3 D ' 



Nous trouvons donc d'une ma- 
nière générale, que 



13 



a H"J~ Aw U a i3"l~ Aw 12 8j : j4-A<i> 

aj.>"T- ao)jo a.»»» - A(»ja.> a.jo - 1~ Ato.>q 

a i3"+~ A(0 13 a 23"+~ A(,) 2:* a 33+ A(0 33 



(Mil»**™ 1 *)* 

est un invariant absolu, si 

sinO D 



La forme quadratique spéciale 
en Uj : 

Q(UU) (viUjli 4- v 2 u 2 l 2 4- v 3 u 3 t,^ 

représente le carré du tenseur de la 
droite Uj. Ce carré ne change pas 
par la transformation indiquée et 
cette forme devient donc Q'(u'u') . 

Il s'ensuit, que la forme quadra- 
tique composée 

o(uu) 4- Aii(uu) 

sera après la transformation 

' <l>(u'u') 4- aU'(u'u') 

Le discriminant de la dernière 
forme est égal à celui de la pre- 
mière, multiplié par le carré du 
module qui ^26), dans ce cas, est 

. r » f K ' 

l. B 2 ---Wb! . 

f 3 V 1 V 2 V 3 A 

Nous trouvons donc d'une ma- 
nière générale, que 

Cii4-XU n e 19 4-AÛ 12 e ls 4-AÛ 13 
e lâ 4-XU ls e 22 -i-AÛ 22 e 23 4-A& 23 ] 

e l3+ A ^13 e 23"+~ A ^23 e 83~l"^^8S \ 
(v^gVgSinH,» 

est un invariant absolu, si 

sinH - A 



est le sinus de l'angle trièdre corres- î est le sinus de l'angle trièdre cor- 
pondant au triangle r^t,. J respondant au trilatère 1^. 



282. Ceci étant vrai, quelle que soit la valeur du paramètre X, il 
y a en réalité plusieurs invariants absolus, qui sont des coefficients des 
différentes puissances de À. 
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Nous obtenons ainsi comme 
premier invariant absolu le coeffi- 
cient de X°, 

a n a i2 a ia 

i i 

a i2 fl 22 a 23 



a l3 a 23 a 33 



Nous obtenons aussi comme 
premier invariant absolu le coeffi- 
cient de X°, 

e n e i2 e i3 

**12 ^22 ^23 
e i3 e 23 C 33 



(u^^sinô)* 



283. Le coefficient de X 



(v 1 v 2 v 8 sinH) 2 



Le coefficient de X 



to ll a i2 a i3 






3 ll a i2 


w 13 


w 12 a 22 a 23 


-*-••' 


■4- 


a i2 a 22 


w 23 


< °13 3 23 a 33 






a i3 a 23 


w 33 



^1 1 e i2 e i3 
^12 e 22 e 23 
^13 e 23 e 33 



_j [- 



e il e i2 ^13 
e i2 ^2 ^23 

e 13 e 23 û 33 



(fti^sine) 2 (v^^sinW) 2 

peut évidemment s'écrire ; peut évidemment s'écrire 

r 

0)iiAii+i«>MAn+ci)s«Aai i- i WnAul 2 M-aku f 2 MuAu SiitEu f U»Kn t iiaaKi3+ 1 UtiEn+2l2asEts+ 2 liisKia 



(jx l {jL 2 {ju,sin6) ï 

ou, en utilisant la notation symbo- 
lique bien connue 1 J 

co(AA) 



(.Xi^agsinO) 2 



IV/ 2 v 3 sin("))* 

ou, en employant la notation sym- 
bolique bien connue, 

Kv'sïnH)* 



Ceci est donc le second des in va- Ceci est donc le second des inva- 

riants absolus. riants absolus. 



284. Quant au coefficient de X 2 Quant au coefficient de X 2 



a il (,) 12 (,) 13 



a 12 o> 22 <«>23 

I a i3 w 23 (,) 33 



4- 4- 



w u w 12 a 13 



(Oj2 OJ 2 2 3 23 



0)* o (»).>q a« 



'13 



33 



^1^2 k U 3 sin0 ) S 



e il ^12 ^13 



e i2 ^22 ^23 

e 13 12 23 Li 33 



4- 4- 



^11 ^12 e i3 
^•-12 ^22 ^3 
^13 ^23 e 33 



(v 1 v 2 v 3 sinW) 2 



1 II est clair que le numérateur est symboliquement égal à 

( ^A^ h- {JL 2 A 2 r, + !ijA 3 r 3 ) *. o(A 1 A 2 A 3 > - r.>(AA >. 
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on peut, en le développant 1 , récrire on peut, en le développant 1 , récrire 



M*sin*ô 

ou plus brièvement encore 

Q(aa) 
(MsinO) 2 

C'est là le troisième des inva- 



sion 



ou plus brièvement encore 

to(ee) 
(sin6) 2 

C'est là le troisième des inva- 
riants absolus. Le coefficient de X* , riants absolus. Le coefficient de X a 

enfin est égal à l'unité. 



enfin est égal à l'unité. 



285. Appliquons les résultats trouvés aux équations (§ 189) 



Y" Y 



x 2 x; 

a V+ b -f-x* = o ; 



tg 2 a tg-fJ 



L.-S 



V 8 v : 

1 _L_ — - — V 8 

a' 2 "*" b' 2 3 



= 



La seconde résulte immédiatement de la première, lorsqu'on passe 
de l'octant des centres au triangle birectangulaire rj',r£,r 3 , dont les côtés 
droits (r 3 ,t;) et (r 3 ,tO coïncident avec des diamètres conjugués. Comme 
il s'agit ici de coordonnées barvcentriques, nous avons, si ù est l'angle 
des diamètres conjugués (fig. 21) : 



Pi = 1. 


!*2 = 


1, 


\h 


vi = >• 


v 2 = 


I, 


V .T 


"il = [ > 


w 22 == 


I, 


w 8» 


3 X1 = 1 , 


"22 = 


1, 


&M 















Pi 



1 , U^ = 1 , {^ = 1 



1, vj 






V* 



sin'i>. 



(» 



11 



o' 

—11 






to 



22 * » ^S'à * 



= I, Q22 === ' » ^33 == sin 2, V 



tandis que les sinus des angles trièdres sont 



tiYvs = * 



r 8 ^tiÎ2 = sin} 



i n 



1 Kn développant le premier des trois déterminants du paragraphe 284 on obtient 

w 23 (0 33 ' \ * >l / AI 2 

tandis que le développement du premier des déterminants à droite donne 
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Nous obtenons donc en formant les trois invariants absolus avant 
et après la transformation, p étant un facteur de proportionalité : 

1 _ p» 



a»b 8 a"b"sin*.!, 



b 2 a* ^ a'b» sin^ \ b" a'* ^ a"b'V 

h + i - [ = sin>t (i + i ~ sinf • ) 

d'où nous tirons les résultats analogues aux théorèmes bien connus 
d'Apollonius : 

ab = a'b'sin-} tgatgfi = tga'.tgp'.sin^ 

ou 
a 2 -f b 2 = a' 2 + b' 2 . lg 2 a H- tg 2 ,Ô = tg-V + tg 2 p'. 



CHAPITRE XX 



286. Au chapitre XII on a vu que l'équation Xb ik x L x k = o repré- 
sente une conique sphérique réelle ou imaginaire, lorsque B^o. Dans 
quel cas cette courbe est-elle imaginaire? Pour pouvoir répondre à cette 
question, considérons la forme quaternaire 

SbikXiXk ■+• tfoXi + v 2 x 2 + v 8 x„). 
Par la substitution linéaire 



x, = 



Xo = 



X Q = 



d n X t -h d 12 X 2 -f- d 18 X s + o.T 

d 21 X l + d 22 X 2 ■+- d 23 X 3 + °' T 
d 31 X l + d 32 X 2 + d 33 X 3 + ° T 



t = o.X x + o.X 2 -h o.X 3 



T 



substitution, qui implique le passage à un nouveau triangle de référence, 
la forme Sb ik XiX k se change en Ebi k X i X k tandis que v 1 x 1 -f- v 2 x 2 -I- v 3 x a 
devient v 1 X l -h v 2 X 2 -+- V3X3. Or, nous pouvons choisir le nouveau 
triangle de référence tel, que son troisième côté X 8 = o coïncide avec la 
droite Vi. Dans ce cas, les nouvelles coordonnées de la droite sont v[ = o, 
v 2 = 0, Vg + o et la forme quaternaire devient EbiXiX k +Tv£X 8 . Formons 
maintenant son discriminant avant et après la transformation. Le module 
étant | d u d 22 d 33 | D, nous aurons : 



b ii 


b 12 


b 13 







b n 


b 12 


b 13 


V 


b 12 


b 22 


b 23 





= D a 


b 12 


b 22 


b 23 


V. 


b 13 


Ks 


b 33 


v 8 ' 




b 13 


b 23 


b 33 


V 








v' 

V 3 







Vi 


V 2 


v a 






ce qui, après développement, nous fournit l'équation 

vftb^bk - K2 2 ) = D». F(vv) . 
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Pour que la droite Vj, c'est-à-dire le troisième côté du nouveau 
triangle X 3 = o donne avec la courbe Sb[ k x,X k = o deux points imagi- 
naires, il faut et il suffit, que b n b 22 — b' r2 2 soit positif, ce qui n'est le 
cas, que lorsque 

F(vv) >* o . 

La même condition a été trouvée d'une autre manière au para- 
graphe 1 8 1 . 

Une courbe de second ordre est imaginaire, lorsqu'elle donne avec 
chaque droite des points d'intersection imaginaires, c'est-à-dire lorsque 
pour toutes les valeurs réelles de Vi on a F(vv) > o. 

Démontrons maintenant le théorème suivant. 

287. Conique sphérique imaginaire. — L'équation ^b ik x,x k = o, 
pour laquelle B^o, ne représente une conique sphérique imaginaire, 
que lorsque 

B u > o et b 22 B > o . (327) 

I. Ces conditions sont nécessaires. En effet, si B u - b 22 b 38 — b 23 n'est 
pas positif, la courbe donne des intersections réelles, distinctes ou coïn- 
cidantes avec le premier côté du triangle de référence Xj = o, et si b ?2 B 
n'est pas positif, il en est de même pour la polaire du second sommet 
(o, i, o). Car, les coordonnées de cette polaire étant b 12 , b 22 , b L > : ,> 
nous avons 



F(b 12 b 22 b 23 ) = — 



bu 


b 12 


b 13 


b 12 




bu 


bi2 


b i3 


O 


b i2 


b 2 2 


b 23 


b 22 


= _' b 12 


b 22 


b 23 





b i3 


bsa 


b 33 


b 23 




bis 


b 23 


b 33 





b i2 




b 23 


O 




b 12 


b 22 


b 23 


-b 22 



= b*.>B. 



Elle ne donne des intersections imaginaires que lorsque F(b„b 22 b 23 )=b 22 B 
est positif. 

II. Ces conditions sont suffisantes, car si 



^ii b 22 b 33 — b 23 > o et b 22 B B 33 B 



33 "11 



B 



31 



il s'ensuit que b 33 et B 33 sont différents de zéro et de même signe avec b 22 
et B 1L . Par conséquent nous avons encore 



B 



33 



o , b 33 B > o et de même B 22 > o , b tl B > o 



-^ '■ ■« 
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Or, ces six conditions étant remplies : 

1*11 > o , H» > o , H 33 > o 

K22K33 — ] 4 > o , 1*33!*!! — l*3t > o , B U B 22 — l4 > o 
nous obtenons en posant 

B u £ , 1*., 2 - u| , 1* M t^ 
et en introduisant trois angles auxiliaires 6 l9 pour les trois autres mineurs 
1*23 î^cosO, , R n - jigj^cosôj , B J2 j^iî^cosOj, (328) 

Avec les Oj pour côtés on peut — nous allons le voir dans un 
instant — former un triangle sphérique V^t^t^ Dès lors nous aurons, 
quelle que soit la droite v, considérée : 

F(vv) 2Bi k V|V k 

^ V Ï + l*2 V 2 + A y 3 + 2 [*li*2 V 1 V » COsG 3 + = («1 V l*i + ft! V 2*2 + ^3 V sts i2 

■quantité positive. Lorsque les deux conditions (327) sont] remplies, il n'y 
a donc aucune droite, qui ait avec la courbe des points d'intersection 
réels : la courbe est imaginaire. 

288. Il nous reste à démontrer la possibilité d'un triangle sphérique 
ayant les t pour côtés. Ces 0* sont déterminés, nous le savons, par les 
relations (328) : 

1**, B„ 

cos0 2 = — -- > cosOo = — L - 



cos X 


r= 




J 


sinO! 


— — 


l'Bb~ 


7 



• r, V Bb 22 , . A yBbga 

sin0 2 = ' sinQ* = 

f*si*» î*3Ki > a i!*2 



Pour que le triangle avec les 0, pour côtés soit possible, il faut et 
il suffit, que la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique (34) 
donne pour les cosinus de ses angles des valeurs absolues inférieures 
à l'unité. Or, nous trouvons sans peine pour le cosinus du premier de 
ces angles en valeur absolue : 



cos X — cos 2 cos 3 b 



'23 



sinÔ 2 sin0 3 Vb 2a b 8S | 

ce qui est inférieur à l'unité, vu que B u b 22 b 33 — b 23 >o. 
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289. L'équation 2b ik XiX k = o représente, si B = o, sans qu'il en soit 
•de même pour tous ses mineurs (f 177), deux droites sphériques distinctes, 
qui ne sont imaginaires, que lorsqu'un des mineurs principaux au moins 
B n , B 22 ou B 33 est positif. 

En effet, on a d'une manière générale B 22 B g3 — B 23 = B.b u , et par 
conséquent dans le cas spécial, qui nous occupe, B 22 B 33 — B 28 = o. Nous 
^n concluons : i° que les trois mineurs principaux ne peuvent être tous 
nuls, car dans ce cas les trois mineurs secondaires seraient également 
nuls, ce qui est contraire à la supposition ; 2 les mineurs principaux 
ont le même signe. 

Supposons donc qu'un de^ mineurs principaux B u soit positif. Dans 
-ce cas le côté Xi = o du triangle donne avec les droites représentées par 
l'équation Sb ik XiX k = o des intersections imaginaires, et les droites elles- 
•mêmes sont imaginaires. 

290. Résumons. L'équation f(xx) =• £b lk xix k = o représente pour 

1*4=0 a) une conique sphérique imaginaire, lorsque B n >*o et b 22 B>o, 

ou d'une manière plus générale, lorsque Bn>o et b kk B>o, 

i et k étant deux indices différents. 
b) une conique sphérique réelle, lorsque les conditions précédentes 

ne sont pas remplies. 
B = o. c) deux droites distinctes imaginaires, quand au moins un des 

mineurs principaux est positif. 

d) deux droites distinctes réelles, quand au moins un des mineurs 
principaux est négatif. 

e) deux droites réelles confondues, lorsque tous les mineurs prin- 
cipaux sont nuls. 

291. Coniques planes. — Jusqu'ici nous nous sommes unique- 
ment occupés des coniques sphériques. Pour étudier les propriétés des 
coniques planes, revenons au théorème du paragraphe 86 : 

Si x 1 x 2 x 3 sont les coordonnées d'un point P par rapport au triangle 
plan AjAgAg, le point-unité étant E, les coordonnées du point corres- 
pondant F sur la sphère seront également x 1 x 2 x 3 par rapport au triangle 
sphérique correspondant A/Ag'Aj, le point-unité E' étant la projection deE. 

II est évident que les ^ , qui déterminent la position de E par rapport 
au triangle plan, ne sont en général pas les mêmes, que les tf qui déter- 
minent la position de E' par rapport au triangle sphérique. 

10 
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Nous pouvons cependant placer le centre de la sphère sur la normale, 
élevée au centre O du cercle circonscrit au triangle plan (fig. 38). Dans 
ce cas nous avons (5â; = ôÂ^ = DÂ^ et Ô 7 ^ = CFÂJ == WX> 3 c'est- 
à-dire que O' est le centre du cercle circonscrit au triangle sphérique, 
comme O est celui du cercle 
circonscrit au triangle plan. 
Or, le vecteur de la droite 
sphérique p' parallèle au 
plan, passe a par 

O' - - vjf^ 4- vân^ + vfask ; 

l'équation de cette droite 
est donc 

H x i + È*i*î + ^x 3 = o. 

D'autre part cette équa- 
tion doit être la même (§ 86) 
que celle de la droite à Tin- 
fini du plan : 

f*l X l + M2+ t*3 X 3 = ° Fig . 38 . 

qui en est la projection. Nous en concluons, que les p ( et \l{ sont 
proportionnels. 

292. Supposons maintenant qu'une courbe plane ait par rapport 
à [AjjAgjAgjE] Téquation f(xx) = o. Celle de la courbe sphérique corres- 
pondante est également f(xx) =0 par rapport à A/jA^AJ; E'] ; et si 
celle-ci est une conique réelle ou imaginaire, il en sera de même pour 
la figure correspondante dans le plan. 

293. Nous arrivons donc, en nous basant sur le paragraphe 290, 
au résultat suivant : 

L'équation f(xx) = o représente dans le cas 
H =£ o a) une conique plane imaginaire lorsque B»!>o et b kk B>-o, i et k 
étant deux indices différents. 
b) une conique plane réelle, lorsque ces conditions ne sont pas 
remplies. 

1 Le point y[\;{[i -f v^l, + % 'Mh est à des distances égaies des sommets r^r,, r, 
du triangle sphérique. 




■ 



i 

i 
■ 



i 
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H = o. c) deux droites imaginaires distinctes, quand au moins un des 
mineurs -principaux est positif. 

d) deux droites réelles distinctes, quand au moins un des mineurs 
principaux est négatif. 

ë) deux droites réelles confondues, lorsque tous les mineurs prin- 
cipaux sont nuls. 

294. Examinons en premier lieu le cas b 9 où la courbe représentée 
est réelle. La droite sphérique p', dont les coordonnées sont a l5 peut 
couper la conique sphérique en 0,1, ou 2 points réels (fig. 38). Dans 
le premier cas, qui (§286) se réalise, lorsque F([jl(jl) > o, la projection 
plane de la conique est une courbe fermée, qu'on appelle ellipse; dans 
le second cas (fig. 38) qui se réalise lorsque F(|xu.)<.o, les projections 
des parties R^S et R^T ou RJR^T donnent dans le plan deux 
branches infinies, qui forment ensemble Vhyperbole. Dans le troisième 
cas enfin, la droite p* est tangente à la conique sphérique et la courbe 
correspondante du plan — la parabole — est tangente à la droite de 
l'infini. Ce dernier cas se réalise, lorsque les coordonnées jaj de la 
droite p' satisfont à la forme tangentielle de la courbe, c'est-à-dire 
lorsque F(u.|x) = o. 

295. Prenons en second lieu le cas c. Lorsque B est nul et un des 
mineurs principaux au moins positif, l'équation f(xx) = o représente 
deux droites distinctes et imaginaires. Celles-ci ont leur intersection 
sur p', lorsque F(jjljjl) = o. En effet, F(uu) = o représente le point 
d'intersection des deux droites (§180); si ^ satisfait à cette équa- 
tion, cela prouve que la droite ji* passe par ce point, ou que ce point 
est sur la droite p'. Les deux droites correspondantes dans le plan 
ont donc leur intersection sur la droite de l'infini. On les dit alors 
parallèles. 

296. Considérons ensuite le cas d. Lorsque B est nul et un des 
mineurs principaux au moins négatif, l'équation f(xx) = o représente 
deux droites distinctes et réelles. Celles-ci ont leur point d'intersection 
sur p' et les droites planes sont parallèles, lorsque F(pijji) = o. 11 est 
évident, qu'une des droites réelles et distinctes peut coïncider sur la sphère 
avec p', ou dans le plan avec la droite de l'infini. Ceci sera le cas, 
lorsque l'équation f(xx) == o est satisfaite par les trois points (— u^, p. v o), 
(o, -* 3 , jAg), (fA 3 >°5-!*i) de la droite &. 
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297. Quant au cas e, celui de deux droites réelles et confondues, 
il se réalise, lorsque avec B tous les mineurs principaux sont nuls. Les 
deux droites s'identifient avec la droite p' sur la sphère, ou avec la droite 
de l'infini dans le plan, lorsque les coefficients b ik sont proportionnels 
aux produits [XiU. k . 

298. Centre. — Le pôle C de la droite p', dont les coordonnées 
sont ai, aura (§ 173) comme coordonnées F'O^), F'd^), F'(i*s). Si R' est 
un point quelconque de p', on aura donc, la droite (R',C) rencontrant la 
conique sphérique en S/ et S 2 , le rapport harmonique (SÎSJCR'j = — 1. 
Quant aux points correspondants du plan, ils donneront (SjSjCRoo) ou 
(S 1 S|C) = — 1, ce qui nous prouve, que le point trouvé C, dont les 
coordonnées sont F'(yO, est le centre de la courbe. 

Dans lecasde la parabole nousavonsF(p.u.) fAiFXîhH^2F\u 2 )-r t u3F'(|j^)==o. 
Le centre est donc sur la droite fi { , c'est-à-dire sur la droite de l'infini. 

299. Asymptotes. — Il est évident que 1 équation 

Xf(xX) — foXi •+■ 03X3 + a 3 x 3 ) (foXi + ftjX 2 -h PsX 8 ) = o 

représente une conique passant par les intersections de f(xx) = o avec 
les droites a { et $ l9 et que Xf(xx) — (ftXi + feXs + faXs)* = ° représente 
une conique tangente à f(xx) = o en ses points d'intersection avec la 
droite p' u-iX!-!- î*2 x 2 + \h x -ô ss= °- Or, nous pouvons choisir a de manière 
à rendre nul le discriminant, qui est 

Xb n — 14 Xb 12 — «x,^ Xb 13 — p. lt ^ 

Xb 12 — tx^, Xb 22 — ■£ *b 23 — u^ 1 B.X 8 — F(|au).X 2 

^ b 13—î*ll*3 Ab 23— 1*2^3 Ab 33— î4 

Aux deux racines nulles correspond la droite p' sur la sphère ou la 
droite de l'infini du plan. A la troisième racine F(fjLtx) : B correspond 
le couple de droites 

F(jx|x). f\xx) — 13( î x 1 x 1 ■+■ ja 3 x 3 -h H3X3) 2 ■= o . (329) 

Ces droites, tangentes à la courbe en ses points d'intersection avec p' 
sur la sphère ou la droite de l'infini dans le plan, sont réelles et distinctes 
d'après le paragraphe 296, lorsqu'un des mineurs principaux au moins, 
est négatif. Or, on trouve sans peine, que le premier de ces mineurs 
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est F^ix).^'^)] 2 . Ces droites, qui sont les asymptotes de la conique 
plane sont donc réelles dans le cas de l'hyperbole F(u.a)<Co, et imagi- 
naires dans le cas de l'ellipse F(jj. 4 a)>o. Dans le cas de la parabole F(jxa)=o 
elles coïncident avec la droite de l'infini. On conçoit sans peine que 
Tintersection des asymptotes est le pôle de la droite ^ , c'est-à-dire le 
centre de la courbe. 

Au paragraphe (256) il a été démontré que l'angle des droites, 
représentées par Sd lk XiX k = o dans le cas D = o est droit lorsque 
ii(dd) = o. Dans l'équation des asymptotes (32g), les coefficients sont 
dik = b i i Q F(ix{jL)— B|jLia k . Les asymptotes sont donc perpendiculaires lorsque 
U(dd) F({jL i a)û(bb) — Hii(ajjL) est nul, ce qui, le dernier terme étant nul, 
revient à la condition £2(bb) =■ o. Si cette condition est remplie pour 
une hyperbole, nous disons que cette hyperbole est équilatère. 



300. Nous avons trouvé au chapitre XIII l'équation d'une conique 
sphérique par rapport à l'octant des centres. Nous reprenons cette question 
pour en déduire l'équation d'une conique plane par rapport à ses axes 
principaux. 



Soit f(xx> £b ik XiX k = o l'équa- 
tion d'une conique sphérique en 
coordonnées ponctuelles et B^o. 
Nous aurons pour le point yi , dont 
le vecteur coïncideavec celui de sa po- 
laire par rapport à la courbe l (§ 1 82): 

— af'iyj = 10' (y t ) 
(33 0l ) -rf'(y,) = a/(y s ) 

_*fXy 3 )==co'(y :} ) 

L'élimination des v 5 conduit à 
une équation cubique en <j, dont 
toutes les racines sont réelles et 
différentes de zéro. Sous forme de 
déterminant nous pouvons l'écrire : 



Soit F(uu)r Eii ik UiU k = o 1 équa- 
tion d'une conique sphérique en 
coordonnées tangentielles et B4=o. 
Nous aurons pour la droite Vi , dont 
le vecteur coïncide avec celui de son 
pôle par rapport à la courbe : 



-tF'(Vi) = û'(Vi) 
— tF'(v 2 ) = Q'(\V 
-tF'(v 3 ) = Q'(v 3 ) 



(3302) 



L'élimination des V| conduit à 
une équation cubique en t, dont 
toutes les racines sont réelles et 
différentes de zéro. Sous forme de 
déterminant nous pouvons l'écrire : 



|ffb n -f-w n *b 22 -{-o> 22 *b 33 +to 33 1 =0 |tBh+Qii "1*22+ Q 22 "^-H^ I = ° 



1 Le <y introduit ici est la valeur réciproque négative du S des équations 286. 
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ou encore en développant 1 : 



+ 



M» 



Û(bb).<y4-(ixi^^) 2 .D 2 =o. 



Si a x et <y 2 sont deux racines dif- 
férentes la distance des points cor- 
respondants est—. A trois racines 
différentes correspond par consé- 
quent un triangle trirectangulaire. 
Par rapport à cet octant, l'équation 
de la courbe devient, si |xj, ^ |x 3 
déterminent le nouveau point-unité, 
et si X 15 X 2 ,X 3 sont les nouvelles 
coordonnées ponctuelles 



- 2 v 2 - 2 v 2 .' 2 v 2 

_|_ + = Q , (332j) 



<T.» 



G. 



3 



301. A cette équation, qui sub- 
siste lorsque les trois racines <j| ces- 
sent d'être différentes (§ 186), on 
peut donner une autre forme. 

En effet, si les droites de jonc- 




Fig. 3g. 

tion des deux premiers sommets 
avec le point P(Xi) rencontrent les 
côtés opposés en deux points P x 



ou encore en développant : 

BVr 8 -}-Ba(bb).T2 ( 33, ->> 

+ ( v lV3)M B1J )-T + ( V l V 2 V s) 2 ' A * = °- 

Si T t et t 2 sont deux racines dif- 
férentes, l'angle des droites corres- 
pondantes est — • A trois racines 
différentes correspond par consé- 
quent un trilatère trirectangulaire. 
Par rapport à ce trilatère, l'équation 
de la courbe devient, si v^vj, v 3 ' dé- 
terminent la nouvelle droite-unité, 
et si U 1? U 2 , U 3 sont les nouvelles 
coordonnées tangentielles 



2 » 
vJUï 



2 <> 2 9 

v* Ug v« U 3 

— h = o . (332 2 ) 



'2 



A cette équation, qui subsiste 
lorsque les trois racines Ti cessent 
d'être différentes, on peut donner 
une autre forme. 

En effet, si les points dintersec- 




Fig; 40. 



tion des deux premiers côtés avec 
la droite p(Ui) reliés aux sommets 
opposés donnent des droites p x et p*, 



1 Pour le développement de ce déterminant, voir les paragraphes 281-284. 
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et P 2 , dont les distances au troi- 
sième sommet sont y et x, nous 
aurons 

P 1 ^ î 4x 2 t 2 +f4x 3 t3=siny.r 2 4-cosy.t3 
P 2 - |/.5 x i*i+ {4x 3 r3=sinx.t 1 -hcosx.r3 

Nous en tirons les proportions 

rfXi : ^X 2 : f4x 3 = tgx : tgy : 1 

qui nous permettent de donner à 
l'équation de la conique sphérique 
la forme 



tg 2 x tg 2 y 

— «j 



— = o 



(333,) 



Le point r 3 est le point-origine 
des coordonnées x et v. 



qui font avec le troisième côté 
des angles - — r\ et * — ?, nous 
aurons 1 

Pi=' ^2*2+^3*3 == cos7i.r 2 — sin-n-ta 
Pg-vJUiti+VgUgts^ cosç.t!— sin?.r 3 

Nous en tirons les proportions 

v^Ui : v 2 U 2 : vgU 3 = cot; : cott\ : -1 

qui nous permettent de donner à 
l'équation de la conique sphérique 
la forme 

S^+S^ + A^o. (33 3 2) 



'2 



'8 



La droite Ig est la droite-origine 
des coordonnées l et y,. 



802. Coniques planes. — Ce que nous avons vu jusqu'ici se 
rapporte aux coniques sphériques. Demandons-nous maintenant ce que 
deviennent les résultats obtenus lorsque, les côtés du triangle et les 
coefficients b ik de la courbe restant constants, les sin ai diminuent, 
c'est-à-dire lorsque le rayon de la sphère augmente indéfiniment. 
Limitons-nous provisoirement au cas où F(fjLfx) est différent de %éro. 

Dans la supposition faite, le dernier terme seul de l'équation 

cubique (33 1 2 ), qui peut s'écrire 2 

(004) 

B».T»+B.û(bb).T^(v 1 ^ 

tend vers zéro. Il y a donc d'abord une racine infiniment petite t 3 , qui 
^st — sin^sin^ : F(|/.|x). Les deux autres racines t 1 et t 2 sont finies ; 
elles satisfont à l'équation quadratique formée avec les trois premiers 

termes : fif ^ + Bû , bb j t + (v^^p^) = . (334^) 



1 Le vecteur de la droite p t est de la forme r 2 -f Xr 8 ; mais comme elle doit passer 
par le point cosr,.r 8 -f sinr,r 2 , on a sin^-f-Xcosy, = o ou X=— tgr K , de sorte que le 
vecteur de la droite en question devient cosr,.r 2 — sinr,.r 3 . 

2 Pour le <d(BB) - u^Bn-f. 2w 12 B 12 + entrant dans le coefficient de t 

on peut écrire B u uf-f 2 B^^^Cs -\ - B^jxJ \ 2 B^V-i^i 1 — 2 sin* — )+ 

e F(|i|i)-4(|i 1 |A ï B lî 3În f 5i + pupLsBzaSin 2 ^.!- ). 
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308, La substitution de ces trois racines dans l'équation (333 2 > 
donne pour la courbe, lorsqu'on passe à la limite 1 

_i_ + J . _ F ^) = o. 

-z x Z 2 t 2 yj 2 sin 2 A,.hJ 

Or, ; et y; sont les segments déterminés par la droite sur les 
axes (fig. 40). Introduisons donc les coordonnées tangentielles ordinaires 
u — 1 : Ç et v - — l : v], et écrivons ensuite au lieu de sinA^hj sa 
valeur S : R, où S est la surface du triangle de référence, et R le rayon 
du cercle circonscrit. Nous obtenons ainsi la courbe plane en coor- 
données tangentielles ordinaires : 

u 2 v 2 R 2 

Les valeurs de t x et t 2 résultent de l'équation quadratique 

û(bb) ^(v^) 2 
t 2 H jg— • t -h - 2 — F(jx t a) = o. (336)' 

304. On sait (5 i7Ô bis ) de quelle manière l'équation d'une conique 
sphérique en coordonnées tangentielles peut s'écrire en coordonnées 
ponctuelles et inversement. En appliquant cette méthode à (332 2 ), on 
obtient en coordonnées ponctuelles Xi d abord, en x, y après 2 : 

$î XÎ + ~2 X2 + tïX; = o ou r 1 tg 2 x + r 2 tg 2 y+ t 3 = o. 

V l v 2 V 3 

Par l'introduction des racines Ti, trouvées au paragraphe 3o2, cette 
dernière équation prend la forme 

Tl .tg 2 x + 7 2 .tg 2 y — —^.sin^^o ou T 1 x 2 +T 2 y 2 - R2F( ^ ) =0. (33 7 ) 

lorsqu'on passe à la limite, c'est-à-dire de la sphère au plan. Les équa- 
tions soulignées permettent d'écrire la conique plane en coordonnées 
cartésiennes ou en coordonnées tangentielles ordinaires, dès qu'on 
connaît son équation en coordonnées projectives. 



1 On fait correspondre la droite-origine l 3 à la racine infiniment petite. En 
passant à la limite on a évidemment cos£ == cosr, = t et sinÇ : sin* : sinh. = Ç : r, : h.^ 

jet 

2 II s'agit d'un octant, on a donc juvi = sinAi = 1 . 
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805. Ellipse. — Remarquons encore que nous nous occupons uni- 
quement du cas où F(fifji) est différent de zéro. Pour l'ellipse F([A{n)>o, 
le produit des deux racines de l'équation (336) est positif. Les deux racines 
ont par conséquent le même signe, et si la courbe est réelle (§ 287) elles 
sont nécessairement positives, car si elles étaient négatives, les trois 
termes de (33y) auraient le même signe. 

Ceci étant, posons 

— t— r-- a* et D jy r -- b 2 ; (338) 

l'équation de l'ellipse prendra alors en coordonnées cartésiennes la forme 

x 2 y 2 

306. Hyperbole. — Dans le cas de l'hyperbole F((X(x)<;o, les deux 
racines de (336) ont des signes différents. Supposant que t 1 soit négatif 
et t 2 positif, posons 

ça 1 S 2 1 

a 2 et --^— t- — b 2 . 



L'équation de l'hyperbole est alors en coordonnées cartésiennes 

x 2 y 2 

a "2 - p — 1 = °' 

Les deux racines t x et t 2 sont égales en valeur absolue, lorsque 
U(bb) = o. Dans ce cas a 2 = b 2 ; l'hyperbole est équilatère (§ 299). 

307. Relation entre les tî et <*. — Dans ce qui précède nous 
nous sommes servis de l'équation cubique en t ; nous arrivons cependant 
aux mêmes résultats en partant de l'équation cubique en a. Il est 
d'ailleurs facile de trouver la relation qui existe entre les racines des 
deux équations (33i x ) et (33i 2 ). 

En effet, si l'on multiplie le déterminant de la ^première par les 
déterminants adjoints de | b 11 b 2 2b 3 3 | et de | it> n u} i2 ia 9S I > ^i u * sont l 

I BuBmBbb I = B 2 4= o et | Q/iûjiûi, | = | co u a) 22 o>3 3 1 2 4= o , 



1 Le déterminant adjoint de | a^a^u^ | n'est pas | U u i2 3? Q8s | mais 
car le mineur correspondant à w u est 
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on trouve un nouveau déterminant de troisième ordre, dont les éléments 

sont proportionnels à 

A 2 

L'équation qu'on obtient en égalant à zéro le nouveau déterminant 
ne diffère guère de l'équation cubique (33 1 2 ), pourvu qu'on pose 

£ ' - (33 9> 

Les racines *i sont donc inversement proportionnelles aux t». 

808. Ellipse. — Revenons maintenant au paragraphe 3o2. Si la 
conique est réelle, et F(f*u)>o, la racine infiniment petite t 3 seule est 
négative. Il s'ensuit que le signe de <j 3 aussi diffère de celui de c t et <s 2 . 
La courbe (332 x ) qui par l'introduction de x et y et le passage à la limite 
prend la forme (33y) entoure par conséquent le point r 3 (S 187) : l'origine 
des coordonnées x et y est le centre primaire de l'ellipse. 

A cause de la relation (33c), la racine <j 3 correspondant à 



T. 



3 



sin 2 A! sin 2 hj A 2 



sera — F(*y-J •' B. Sa substitution dans les équations (33o t ) fournit les 
coordonnées du centre primaire t 8 . Quant aux deux autres centres, qu'on 
trouve en substituant dans les mêmes équations les racines infiniment 
petites ff t = A 2 : Ut x et <r 2 = A 2 : Ht 2 , on démontre sans peine qu'ils sont 
sur la droite de l'infini u.j. 

309. Hyperbole. — Si la conique est réelle et F( 4 up.)<;o, l'équation 
en t possède une racine infiniment petite positive t 8 et deux racines 
finies, dont une — supposons que ce soit t 2 — est également positive. 
Le signe de x x diffère donc de celui de t 2 et t 3 ; il en seta de même 
pour c t par rapport à <j 2 et g 8 . ;Le centre primaire de l'hyperbole est par 
conséquent r a et l'origine des coordonnées t 3 est un des centres secon- 
daires. L'autre centre secondaire et le centre primaire sont sur la droite 
de l'infini. 

• 

310. Foyers d'une conique sphèrique. — L'équation en t se 
trouve encore, lorsqu'il s'agit de déterminer les foyers. En effet, le 
faisceau tangentiel tF(uu)+U(uu) = o possède trois couples de points. 
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Ceux-ci correspondent aux trois racines réelles ti de l'équation cubique, 
qu'on obtient en égalant à zéro le discriminant de cette forme qua- 
dratique : 

M | tB u + û n tB 22 -f Û 22 tB 33 + Û 83 | = o. 

Or, cette équation est bien la même que celle du paragraphe 3oo. 
Ses racines, qui ne changent pas par une transformation des coordonnées, 
donnent lieu à trois couples de foyers 

TiF(uu) + Q(uu) =0. (i = 1, 2, 3.) (340) 

Dans le cas d'une conique réelle, le seul couple de foyers réels 
correspond à celle des deux racines de même signe, dont la valeur absolue 
est la plus grande 1 . 

311. Foyers de l'ellipse et de l'hyperbole. — D'après la règle 
précédente on voit sans peine qu'on obtient les foyers réels d'une ellipse 
-en substituant dans l'équation (340) la plus grande des deux racines posi- 
tives, fournies dans son cas [F(a l u.)>>oJ par l'équation quadratique (336). 
Ceux de l'hyperbole se trouvent par la substitution de Tunique racine 
positive, que possède dans son cas [F({ijx)<Co] la même équation (336). 

Il est évident que pour l'hyperbole aussi bien que pour l'ellipse, la 
substitution de la racine infiniment petite t 3 donne les points cycliques 
iîfuu) = o (J 148). 

312. Axes d'une conique sphérique. — Il est maintenant facile 
de trouver les équations des axes. Car si TiF(uu) -h Q(uu) = o représente 
deux points, la forme adjointe égalée à zéro, représente le carré de la 
droite passant par ces points (§ 180). On trouve ainsi pour les trois axes : 



I TiB n 4- U n tiB 12 -|- Q u TiB 13 + Û 13 x t 

TiB 12 -f- Q 12 TiB 22 -|- Q 22 TiB 23 + Q 2S x 2 

TiB 13 + Q 13 TiB 28 -h il 23 TiB 33 -h Q 83 x 3 

x 1 x 2 x 3 o 



= o. «i = 1.2.3). (341) 



1 Dans le cas d'une conique réelle tF(uu) -f- U(uu) devient, lorsqu'on passe 
it l'octant des centres ï(t& 1 \j\+&* 2 Vl+r t 0L< i \Jl)+ (Uj + Uj+ U3), où les ai sont des 
quantités positives, a = :M» r i — +!• Le discriminant de cette forme s'annule pour 
— 1 : ea, ; — 1 : sa 8 et — 1 : r,a 3 . Si a t est plus petit que a 2 , le seul couple de points 
réels s'obtient par la substitution ? = — t : sa!, c'est-à-dire par celle des deux racines 
■de même signe, dont la valeur absolue est la plus grande. 
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Dans le développement de ce déterminaht le coefficient de — x* est 
Bb u .T? -f (Q 2 lî,j — Q 3 B 2 ). 2 Ti-|- (vjVgVjj) 2 ^^ etc. Il s'ensuit que les équations 
des axes peuvent encore s'écrire 

Hf(xx).T? -h IIjfxxj.T, -4- (v 1 v 2 v 3 )*. co(xx) = ii= 1,2,3.1 

où Hj(xx) est la forme quadratique trouvée au paragraphe 253. 

313. Axes de l'ellipse et de l'hyperbole. — En passant au 
plan, on trouve pour l'axe correspondant à la racine infiniment petite 
w(xx) (\h x i + 1*2 x * + !*3 X 3) 2 = °> c'est-à-dire la droite de l'infini. Les 
deux autres correspondent aux racines finies t x et t 2 de l'équation quadra- 
tique (336). La forme quadratique Hjixx), égalée à zéro, représente dans 
le plan le cercle orthoptique, tandis que w(xx) devient (uiXi+ugXa-hugXgYL 



CHAPITRE XXI 



314. Reprenons l'équation (332 A ), qui représente la conique sphé- 
rique par rapport à ses trois centres. Les ^ sont inversement propor- 
tionnels aux tj ; on peut donc d'abord, en 
•supposant t u.i = I, lui donner la forme : 



X X \1 -+■ T 2 X*2 + TgXJ = O . 



Tournant ensuite l'octant d'un angle 
— a autour de t 2 (fig. 41)5 e ^ e devient *, 
si Ton pose par abréviation cosa - c et 
sina -- s, 




Fig. 41 



(•^C 2 + T 3 S 2 )Xi 4- T 2 xJ + (TjS 2 + T 3 C 2 )x'^ 4- 2 SC(t 3 — T^XgXj = o. 

Le premier côté du nouvel octant doit passer par le sommet de la 
conique, il faut donc que cette équation soit satisfaite par (0,0,1); ceci 
implique x^-l-TgC 2 = o, de sorte qu'après élimination de a, la conique 
peut s'écrire 

(tj -+- T 3 )x* -h T 2 X5 — 2X 1 X 3 1/-T 1 T 3 = O. 

315. Parabole. — C'est de cette forme que nous allons nous servir 
•dans le cas de la parabole, qui se réalise lorsque F(ixjx) = o. L'équation 
cubique en t du paragraphe 3o2 ne possède alors qu'une seule racine finie 
•qui est — û(bb) : B, tandis que les deux autres racines, infiniment petites, 
résultent de l'équation quadratique formée par les trois derniers termes 
de (334). On trouve pour ces racines, en tenant compte de ce que les deux 



1 On a d'abord r^ = ct t + sr 8 , rj = x 2 et r 3 = — sr t + cr 3 : il s'ensuit x^cr! + sr 3 ) 
-fXjTj + Xgf — sr x + cr 8 ) = X^ + XgT 2 + X 3 r 8 . Les formules de transformation sont par 
conséquent Xj = cx t — sx 3 , X 2 = x 2 et X 3 = sx x + cx 3 . 
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derniers termes infiniment petits sont de même ordre, i^v A : V-DUfbb^ 
Si donc nous faisons correspondre le second côté à la racine finie, que 
nous appelons t 2 , nous aurons ^ + 73 = o, et l'équation de la courbe 
prend la forme : » 

T 3 XJ — 2 T^Xg' = o 

ou encore en introduisant les coordonnées x et y avec r^ comme origine 

T 2 tang 2 y = 2T t tangx. 

La racine finie est t 2 =— -Q(bb) : B; la racine T t =— v 1 v 2 v 3 sinA 1 sinh, 
: y— Bû(bb) est un infiniment petit de même ordre que tang x et tang y. 
En passant à la limite l on obtient donc 



2 2 v 1 v 2 v3 S / — B 

y ~~ "û(bb) ' r V Û(bb) ' x 2 P x 



où p est le paramètre de la parabole. 

316. Foyer et axe de la parabole. — L'équation générale des 
couples de foyers 7jF(uu) -|- Q(uu) = o donne d'abord pour les deux 
racines infiniment petites les points cycliques ii(uu) = 0. A la racine 
finie t 2 correspondent les foyers 

U(bb).F(uu) — mi(uu) = o. 

Or, cette équation est satisfaite par ^ , car nous avons aussi bien 
F((jljx) = o que Qiuu,) = o. Un des deux foyers est donc encore sur la 
droite de l'infini ; l'autre est un foyer réel à distance finie. 

On trouve la position de ce foyer facilement encore de la manière 
suivante. Dans une conique sphérique nous avons d'après les para- 
graphes 3 1 5 et 187 pour les deux demi-axes a et p et la distance c d'un 

fover au centre 

t., „ t., „ cos 2 a 

t*.— -;. t8 a e = --;' cos* c = tW 

Nous en tirons facilement pour la distance a— c du foyer au 
sommet de Taxe a : 



sinS = .sim,-c,-^f(.-;)î-(l-a)i] 



1 11 est évident que les angles du triangle sphérique aussi changent lorsque le 
rayon de la sphère augmente. Il serait donc plus exact d'appeler les angles du triangle 
sphérique variable Ai et ceux du triangle plan Ai et de dire lim sinAi = sinAi . 



— 255 — 

Or, dans le cas spécial qui nous occupe, t 3 = — tj et ^ est infiniment 
petit par rapport à t 2 ; il s'ensuit 



oin a — -IL — viyssinAjtsinh! / -B 
Sin 2t 2 2Û(bb) Vû(bb) 

ce qui, à la limite, nous donne pour la distance du foyer au sommet 

B = y p. 

Quant aux axes delà parabole, la formule générale du paragraphe 3i3 
donne pour les racines infiniment petites co(xx) = o, c'est-à-dire la droite 
de l'infini ; tandis que la racine finie t 2 donne 

[Q(bb) 2f(xx) — tt.Qfbty.H^xx) + (v^jv^.Hyxx) = o. 

317. Considérons de nouveau avec la parabole dans le plan sa pro- 
jection sur la sphère, et soit C le point de contact de cette dernière avec 
la droite p' (fig. 38). Si M' est un point quelconque sur p', m' sa polaire, 
Moo sa projection et m la projection de sa polaire, nous savons déjà 
(5 298), que m est le diamètre correspondant aux cordes parallèles passant 
par Moo. Or, m 7 passe nécessairement par C vu que M' et C sont des 
points conjugués. Il s'ensuit, que tous les diamètres passent par Coo, 
sont parallèles. 

318. Coniques planes en ooordonnées cartésiennes. — Il nous 
reste à dire un mot sur les coordonnées cartésiennes. Soient x,y et u,v 
les coordonnées d'un point ou d'une droite par rapport à des axes 
obliques, faisant un angle ô; x 1 ,x 2 ,x 3 et u l5 u 2 ,u 3 les coordonnées bary- 
centriques (jx, = 1 ; v 1 =l, v 2 = 1, v 3 =sinO) du point correspondant et de la 
droite correspondante sur la sphère placée en O, par rapport au triangle 
sphérique birectangulaire, dont les côtés (r 3 ,r t ) et (r 3 ,r 2 ) sont les pro- 
jections des axes(fig. 14). Il existe alors les proportions x A : x 2 : x 3 =x : y : 1 
et u 1 :u î :u 3 = u:vl. 

A la courbe plane b 11 x 2 +b 22 y 2 +b 33 +2b 12 xy+2b 23 y+2b 31 x=6 correspond 
la courbe sphérique b u xf + b 22 x 2 + b 33 x 3 + 2 b 12 x 1 x 2 + 2b 23 x 2 x 3 f 2 b^x^ = o 
et si B^o, cette courbe ne sera imaginaire que lorsque Bu ]> o et 
b k kB>o, i et k étant deux indices différents (| 2g3). Supposons que 
nous ayons une courbe réelle. Dans ce cas les points d'intersection de 
la conique sphérique et x 3 = o (qui dans le plan correspond à la droite 
de l'infini) sont imaginaires lorsque b u b 22 — b\ 2 - B 33 !> o (ellipse), réels 
et distincts lorsque B 33 < 6 (hyperbole). 
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Us se confondent pour B 33 = o (parabole). Le pôle de x 3 = o dont 
les coordonnées sont (o, o, I) est B l3 u t -f- B 23 u 2 -h B3 8 u 3 = o ou 
Bis*i"+" B 23 r 2 4- B 83 r 8 . Il est sur la droite x 3 == o ou t 3 elle-même lorsque 
B 33 = o. Dans le cas de l'ellipse et de l'hyperbole, les coordonnées du 
centre x ,y satisfont aux proportions x : y : 1 = B 13 : B 23 : Bgg. Lorsque 
le centre est connu, on trouve par la substitution x = x -h X, y==y H-Y 
pour Téquation par rapport à des axes parallèles passant par le centre 
b 11 X 2 4-b 22 Y 2 +2b 12 XY+f(x yo) = o. Si Ton place maintenant la sphère 
sur le plan au centre trouvé, on obtient une conique sphérique, dont 
Téquation par rapport au triangle birectangulaire (fig. 14) est 

b n x'i 4- b 22 \\ 4- 2b 12 XjX 2 4- f(x y ).x| = o. (342) 

319. Pour trouver les trois centres de cette courbe sphérique, on 
peut se servir de Téquation cubique 

I *b u + w n «b«+ <*>22 «bte+ t0 33 I = °- 

Les coordonnées étant barycentriques par rapport à un triangle sphé- 
rique (fig. 14) dont les côtés sont— , 6, —et les angles extérieurs—, it— 6, y, 
on a a> H = 1, <o 12 = cosO, w 23 = o> 3I = o, de sorte que Téquation précé- 
dente devient l 

(Bg+B 33 )[B 33 .<j 2 + (b u + b 22 — 2b 12 cosô).ff4-sin 2 e; = o. 

La substitution de la première racine — B 33 : B dans les équations (33o x ) 

donne le point (0,0, 1) ce qui prouve que r 3 lui-même est un centre. Les 

deux autres correspondent aux racines a l et a 2 de Téquation quadratique 

formée avec Texpression entre parenthèses. Ils sont à une distance —de r 3 

.et se trouvent par conséquent sur la droite (t 19 r 2 ), dont la projection 

dans le plan est la droite de Tinfini. La conique sphérique par rapport 

à Toctant des centres et la conique plane par rapport à ses axes deviennent 

donc 

xj. x; B _ X 2 Y 2 B 

*1 a 2 e 38 a l G 2 *% 

Les racines ^ et a 2 ont le même signe pour B 33 >o (ellipse); elles 
sont de signe contraire pour B 33 <; o (hyperbole). 



1 L'équatron de la courbe (342) ne contient ni x 2 x 3 , ni x 8 x 1 ; dans le déterminant 
il faut donc remplacer b^ et b 8l par o. Le coefficient de xj est B : B^. 
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320. Si Ton utilise pour trouver les axes de la conique sphé- 
rique(342) l'équation 341, il faut substituer pour les mineurs principaux, 
c'est-à-dire pour les B u les valeurs Bb 22 : B 33 ; Bb n : B 33 et B 83 , pour Jes 
mineurs secondaires c'est-à-dire pour les^ B Ik les valeurs — Bb 12 : B 33 ; 
o et o. Les û u sont 1, 1 et sin 2 ô, tandis que les Q ik deviennent 
— cosô, o, o. Les Ti sont liés aux <y t par l'équation (33g), qui dans 
notre cas spécial donne ti = sin 2 6 : B^ . Les équations des axes de la 
conique sphérique fournissent immédiatement celles des axes de la courbe 
plane, x y étant l'origine, lorsqu'on remplace X 1 ,X 2 ,X 3 par X,Y, 1. On 
obtient enfin ces équations en x et y, lorsqu'on pose X = x— x et 
Y = y— y . C'est ainsi qu'on trouve sous forme de déterminant le carré 
de chaque axe. En formant le quotient différentiel partiel par rapport à x, 
on obtient enfin pour les axes eux-mêmes 

(x— x )(b n sin 2 6 + B 33 (y,) -+- (y— y )(b 12 sin 2 6 + B 83 (y î cos6) = o (1 = 1.2). 

321* Courbes de seconde classe. — Le chapitre précédent con- 
tient la classification des courbes sphériques et planes de second ordre. 
On en déduit facilement la classification des courbes de seconde classe. 

L'équation <?(uu) = Ee lk UiU k = o représente pour 

E+oûj une conique sphérique imaginaire 1 , lorsque E u >>o et e^E^ o, 

k et i étant deux indices différents. 
b) une conique sphérique réelle dans tous les autres cas. 
E = o. c) deux points distincts imaginaires 2 , quand au moins un des 

mineurs principaux est positif. 

d) deux points distincts réels, quand au moins un des mineurs 
principaux est négatif. 

e) deux points coïncidants, lorsque tous les mineurs principaux 
sont nuls. 

En nous basant sur le théorème du paragraphe 86, nous pouvons 
appliquer les règles précédentes aussi aux coniques planes. Le cas b 
cependant se subdivise. En effet, ©(uu) = o devient en coordonnées 

ponctuelles E n Xi-f- 2E 12 x 1 x 2 + =0, dont la forme adjointe est 

Ecp(uu) = o. Elle représente donc une ellipse, lorsque E©((X(jl) > o, une 
hyperbole lorsque E<p(jx|jl) < o, et une parabole lorsque cp((xp.) = o. 



1 Dans ce cas il n'y a aucun point, d'où Ton peut mener des tangentes réelles 
à la courbe. Démonstration analogue à celle du paragraphe 287. 
* Démonstration analogue à celle du paragraphe 289. 
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Quant aux cas c et d> on peut remarquer, qu'un des points distincts 
est sur la droite fx £ , lorsque ©(y-yi) est nul. Ils seront tous les deux sur 
la droite de l'infini ^, lorsque le pôle d'une droite quelconque v x est 
sur cette droite (§ 177), c'est-à-dire lorsque l'expression ?(v\l) s'annule 
pour toutes les valeurs Vi . Ceci implique cependant y' (fa) = o, o\^) = o 
et ? , (! A 3) = o. 

Considérons enfin le cas e, celui de deux points coïncidants. Il se 
réalise lorsque avec E tous les mineurs principaux s'annulent. On voit 
sans peine que le point double est sur la droite de l'infini lorsque ^>(jjl[jl) = o. 

322. Application. — Nous empruntons un exemple très simple à 
la géométrie du triangle. Lorsqu'un point yi parcourt la droite sphérique 
ou plane Vi, c'est-à-dire lorsque v 1 y 1 4-v a y 2 4- v 8 y 3 = o, son point isogonal 
Xi = vf : y â décrit (| 70) la courbe sphérique ou plane 



v*v v 2 v 

Y l V l . V 2 V 2 , - - _ 



vJVs 



X 



2 



k 3 



Si la droite passe par le centre O du cercle circonscrit au triangle 
plan et le point de Lemoine K, dont les coordonnées barycentriques sont 
sin2Ai ou aiCOsAi et a?, la conique plane est 



< 


îî 


5* 


»1 


X, 


X 3 


aï 


aî 


aï 


a,C, 


Cil) V^o 


a 3^3 



= o 



vu que les vf ou sin 2 Ai sont proportionnels aux a?. L'équation obtenue 
peut encore s'écrire 

f(xx) = 2(aï-aJ)x,x 2 4- 2(aï-a3)xjX 3 -h 2(aî-aî)x,x 1 = o 
F(uu) : -(aî-a»)Hiï - (aJ-aî)X- + 2 (a* -aj) (a* -^11,4- ■ ■ • 



= o 



Nous en concluons, p, étant l'unité, que 

F(wi) = -2[(aï-aî) f -+- (a*-a») 2 4- (a"-aï)l 

est négatif. La conique est donc une hyperbole, qui est équilatère, 
parce que 

0(bb)^û„b ll +»»2a l ^ 

= M'[(aï-aï-aï) (aj-aj) 4- (a'-aî-aj) (a? -a») 4- (aj-aj-aj) (a'-aj)] 
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est nul. Les coordonnées du centre de cette courbe, appelée hyperbole 
de Kiepert, sont 

F'^) : F'(u 2 ) : F^.) = (aï-aï)* : ( a ï- a D* : M-aï)» 

Les racines de l'équation quadratique (336) deviennent dans le cas 
d'une hyperbole équilatère ±— g-V-Fi^). Leur substitution dans les 
expressions pour les demi -axes, trouvées au paragraphe 3o6 donne 
a 2= b 2 = r_ V(a )1 a/ *' ^ e discriminant B dans ce cas est 2(aî-aî)(aî-aî)(aJ-aî). 
L'équation des foyers réels se trouve par la substitution de la racine 
positive dans l'équation (340). 

Les points isogonaux de K et O, qui sont le barycentre G et l'ortho- 

centre H, ayant comme coordonnées 1,1,1 et 1 : (a^aj-aj), sont 

évidemment sur la courbe. Il en est de même pour les sommets du 
triangle et pour le point de Tarry N, qui est le point isogonal corres- 
pondant au point à l'infini de la droite (K,0). Les coordonnées de ce 
dernier point se trouvent facilement, car si ti et t c sont les vecteurs- 
unités de K et de O, le point à l'infini de leur droite aura comme vecteur 
ti—tc, c'est-à-dire 

afa + afo+afo __ a K a î ~ a ï ~ ^)ti + a ï(4- aï ~ a î)t» + a;5(a» - A - aflti- 

ou encore, en simplifiant a^aî+aj-aîaj-aîa^r! + Le point isogonal 

•est par conséquent : 

N = ! -4- etc. 

a^ + a 3 — a^a^f- a s ^ 

Le point de Tarry et l'orthocentre se trouvent sur un diamètre de 
l'hyperbole, car le déterminant formé avec les coordonnées de ces deux 
points et celles du centre est nul. Si Ton construit sur les côtés de AiA 2 A 3 
des triangles isoscèles et semblables AgAgB^ A 3 A 1 B 2 , AjA^, les droites 
(Aj,Bi) passent par un point, dont le lieu géométrique est encore l'hyper- 
bole de Kiepert. On trouve facilement les coordonnées du point en 
question en partant d'un triangle sphérique. En effet, supposons que 
perpendiculairement aux milieux des côtés, on ait construit des arcs mai . 
L'extrémité B t du premier de ces arcs 1 est : 



1 Le point B x est à une distance sphérique ma t du milieu, dont le vecteur-unité 
est (r 2 f r 3 ) : 2cos — et à une distance sphérique — —m^ de l t . Pour un triangle isoscèle 
intérieur m est négatif. Pour exprimer ï 4 en r lf r 2 ,r 8 , on peut procéder comme il a été 
indiqué au % 68. 
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B x = — — ? -cosma 1 -4- ï, sinma, 



ai 

2C0S — 
2 



ai 

2C0S-— 
2 



cosma 



1 + Ël!i±§Ê5±â9&. sinm., 

sinA, sinhj 



Le point d'intersection de (A 1 ,B 1 ) avec le premier côté se trouve 
par la suppression du terme contenant r^ Il est donc pour le triangle 
plan, si Ton passe à la limite * : 



*2+ r a i m a^C^ + 8,8,(^3 



a, h, 



ou 






2S+m(aî-aî-aî) 2S+m(aJ-aî-aî) 



La forme symétrique nous apprend, que le point d'intersection des 
droites (Ai,B,) est 



1^ + 



2S + m(aï-aJ-aJ) 2S + m(aJ-aî-aï) 2S + m(aî-aî-aJ) 

Ses coordonnées satisfont à l'équation de l'hyperbole, quelle que 
soit la valeur de m. 



ai 



1 A la limite on a d'abord cos — = cosma! = 1, ensuite sinA 2 : sinA x = a* : a t 
et sinma t : sin^ = ma! : h^ 
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NOTE 1. 



323* Quadrature d'une courbe sphérique. — Nous exposons 

brièvement le principe de la quadrature et de la rectification des courbes 

sphériques. Partant d'un point P de la surface sphérique, dont le vecteur 

a la forme , /0 ON 

«cr = xr! + yt 2 -4- 1 3 (343) 

on peut augmenter x de dx sans changer y, ou bien augmenter y de dy 
sans changer x. Dans le premier cas on obtient un point infiniment 
voisin Q sur la première transversale (fig. 42), 
dans le second cas on obtient un point infi- 
niment voisin R sur la seconde transversale. 
Leurs vecteurs étant 



dr 



dx 



R 



*+£<* 




Fîg. 42. 



les arcs infiniment petits sont représentés en ' 

grandeur et en direction par ^dx et ^dy. 

Le tenseur de leur produit vectoriel est la surface du parallélogramme 

infiniment petit ou l'élément de surface df, tandis que la direction, 

normale aux arcs infiniment petits, coïncide avec le rayon passant par P, 

c'est-à-dire avec t. Nous avons donc 



< df =V^|- dxdy 



ou 



df = t^ 



drdr 
dxdy 



dxdy 



324* Pour les quotients différentiels partiels, nous trouvons, en nous 
servant de (343) : 



dr . _d- 



et T £ + t ^=r 2 

dy dy 2 



dx dx A 

et si nous multiplions leur produit vectoriel scalairement par rt, 



o vdrdr V 
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Il s'ensuit pour l'élément de surface l'expression 

df=ÏL^.dxdy. (344) 

Le numérateur contient le sinus de l'angle trièdre D, tandis qu'on 
trouve pour le t du dénominateur, en élevant au carré l'équation (343) 

t 2 = y 2 4- 2y(xCj + c t ) + (x 2 +2xc 2 +i) -_- y 2 +2Ay+B s . 

Pour une courbe dont l'équation est f(x l x 2 x 8 ) = o ou f(x,y, i) = o 
ou y = <p(x), on trouve donc comme surface 




dx / *?— a « D / -*- [-^-1 (3 4 5) 

x t çjx) x t 

325. Application. — Pour la surface e du triangle de référence 
lui-même on trouve % les limites cp 1 (x) et o 2 (x) étant o et ©° pour toute 
valeur de x, 



€ = 



/oo 
dx r l+c.-c-Cs C|-c*c,l 
._ — = = 2 I arc tang £ — " — = — arc tang 1 
(x»4-2xc 2 4-l)+(xc 3 4-c 1 )\'x 2 +2xc 2 +l L ° D D J 



o 

dont on tire immédiatement 



■■ 6 D 

sin — = — 



a. a., a., (34Ô) 

4C0S-f cos-*cos-^ \ t / 

^222 



326. On peut donner à la formule précédente une autre forme bien 
simple. Si ti,ti,ts sont les milieux des côtés du triangle sphérique, on a 

ts + tg^acos^.t!' , r 8 + r t = * cos 5» ■ rj » *i -h t 2 = acos^-r^ 

ScOS^COS^COS^-ti^r^ = 2r i \t 2 t 3 = 2D 

de sorte que l'équation (346) peut encore s'écrire : 

sin| = r;V 2 t3- (347) 



1 Après avoir introduit la variable z par l'équation x* + 2xc,-M = (x+z)*, on sim- 
plifie le dénominateur à l'aide de la relation connue (5 25 bi *) D' = t — cj— cj-cj+^c^c,. 
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Le sinus de la demi-surface est égal au volume du parallélé- 
pipède OMjMgMg, si O est le centre de la sphère (rayon unité) et si 
M 1 M 2 M 8 sont les milieux des côtés du triangle sphérique. 

327. L'expression pour la surface se simplifie, lorsque le triangle 
de référence est un octant, car dans ce cas les c 4 == cosai s'annulent, tandis 
que le sinus de l'angle trièdre D^sinaiSinhi devient égal à l'unité. Il 
s'ensuit, que A = o et B 2 = x 2 -+- 4 . L expression (345) prend par con- 
séquent la forme 

* X * r v=> 2 (x) 

_*L \ J_ ] (348) 

L " J y = Çl (x) 

*i 

328* Courbe de Viviani. — Un cylindre droit, dont une géné- 
ratrice (0,A 2 ) passe par le centre de la sphère (fig. 43), et dont la 
base a pour diamètre le rayon (3a7 de la sphère, détermine sur 
la surface sphérique la courbe de Viviani. . 

Soit P un point de cette courbe, P 2 sa /^\x"\ 
projection sur le second côté de l'octant, dont / ! \ %% \\ 
A ± et A 2 sont deux sommets. Si l'arc A,P 2 / | >\p\ 
^st a, on a d'abord le vecteur-unité du point / ^\A 

P, = cosa.ri -h sina.r*, et ensuite, l'arc PTP / ok---_ : \ ~N— 
étant également a, pour le point P de la courbe I / ^''- ::: ->*±X?& ' 
cherchée «• ? 

•3 

P = (C0Sa.t 1 4-sina.t 3 )C0Sa-hsina.t 2 (349) Fig. 43. 

Appelons Xi les coordonnées de ce point. En éliminant m et a des 

«équations 

mx 1 = cos 2 a mx 2 = sina mx 3 = sinacosa 

nous obtenons en coordonnées sphériques barycentriques l'équation 

22 2 2 .4 

XjXg X^X^ ~t~ Xq s^ o 

•qui, divisée par xj , peut encore s'écrire 

x 2 — x*y* +1=0. 

Cherchons maintenant la portion de la surface sphérique limitée par 
cette courbe et le troisième côté du triangle sphérique. Il est évident que 
.les limites de x, P 2 allant de t 3 à t t sont o et ©o, tandis que celles de y 
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correspondant à une valeur donnée de x sont Vx*+i : x et 00. L'ex- 
pression (348) devient donc 



00 



x/ x8 + 1 Lv?+x 2 +fJ 



y = 00 



2 






V = 



329. Courbe plane. — Lorsqu'il s'agit de la quadrature d'une courbe 
plane, dont l'équation en coordonnées barycentriques est f(x 1 x s x 8 ) = a 
ou f(x,y, l) = o la formule (344) donne pour 1 élément de surface *, l'aire 
du triangle fondamental étant S, • 



2 Sdxdy 
(x+y+l) 8 



La surface totale est donc 



J L J y = ?? (x) 



(35o> 



330. Application. — Lorsque le point yi parcourt la droite de 

Lemoine, qui est la polaire trilinéaire (§ 65) du point de Lemoine, son 

point isogonal décrit une conique, qui est l'ellipse de Steiner (fig. 44). 

En coordonnées % -, 

..p c A 

barycentriques la ' 

droite de Lemoine 

est V m — -~'^-'~ I ^^c "* \ U 



>'l - v < 



>'s 



r* + r* + v2 = °- 




Le point isogonal 

Xl = ^ ou -7 satisfait donc à i + f + j- = o, qui peut encore s'écrire 

}i }i Xj X.» X3 

f(xx) ^ 2x x x 2 4- 2^X3 "+" 2X 3 x i =* ° ou xy -h y -f- x = o (35i)« 



1 On y arrive encore de la manière suivante. La surface d'un triangle plan, dont 
les sommets ont les coordonnées barycentriques réduites Çi,r,i,;i, est sous forme 
de déterminant S | £r,; | . Or, les sommets du triangle plan infiniment petit sont 
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et en coordonnées tangenti elles : 

F(UU) ?-- — U i — Ug — Ug -f 2U X U 2 + 2U 2 U 3 + 2U 3 U! = O 

Cette conique est une ellipse, car F((X|x) est -4-3. Les coordonnées 
du centre F'(|Xi) sont 1,1,1; il coïncide donc avec le barycentre G. Pour 
trouver la surface de l'ellipse, appliquons la formule (35o). Les limites 
de y sont * d'après (35 1) pour un x quelconque — x : 1+x et oo. Celles 
de x sont 2 — -oo et -f-oo. Nous obtenons donc pour Taire de l'ellipse 
de Steiner : 



— oo 



<> + *>' dXB .42EV5. s . 



331. Rectification d'une courbe sphérique. Soit 81 le vecteur 
d'im point de la courbe et 81 4- -^ du ^ 9t 4- Wdu celui d'un point infi- 
niment voisin. Leurs tenseurs sont les mêmes, et la valeur absolue de 
leur produit vectoriel est donc T 2 .sinO, si 6 est l'angle des deux vecteurs. 
Or, cet angle est précisément ds, l'élément de Tare. Nous avons donc, 
lorsque u est la variable indépendante 

|Ynrt|du = T*sinds = r*ds ou ds = LL ^ J du . (352) 



332. Applications. — A. Prenons comme premier exemple la 
courbe de Viviani (§ 328). Pour un point quelconque de cette courbe, on 
a, par rapport à un octant, en posant par abréviation cosa -- c, sina = s 

81 = c**! + scr 2 + sr 3 )m = s% — c(i + s*)r 2 -h c 2 ? 3 

ft =— 2SCt 1 -h (C»-S 2 )t 2 4-Cr 3 |V««! 2 = S«4-C2(1 + 2S 2 + S*)+-C*:^ i+c». 



P — xri+yrj+rs, Q = (x+dx^ + yra+r», R == x^-Hy+dy^+rg . Les coordonnées 
barycentriques réduites se trouvent en divisant par x+y+1. Leur substitution dans 
le déterminant donne pour l'aire du parallélogramme infiniment petit 

2Sdxdy 

(xTy+1? 

1 Lorsque y seul change, le point P se meut sur la seconde transversale angulaire 
(A 2 ,P). En A 2 la valeur de y est oo, en P 2 elle est — x : 1 + x. 

2 Si x varie de oo à o, le point P 2 parcourt le côté ÂIÂÏ, et la surface correspon- 
dante est A 3 A 3 aA 1 . Si x varie de o à — 1, le point P 2 va de A 3 à Poo et la surface 
correspondante est A 2 A 8 bD, la droite (A 2 ,D) étant parallèle à (A 3 , A^. Enfin, lorsque 
x varie de — 1 à — oo, le point P 2 va de P^ à A L et la surface correspondante se 
compose des parties A 2 Dc et A^d. 
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Quant au tenseur, on trouve en élevant au carré M : 

T * = c 4 4- s 2 c 2 -f- s 3 = 1 . 

L'élément de Tare pour la courbe de Viviani est par conséquent 

ds = dayî+cos»â . 

B. Comme second exemple) prenons la conique sphérique : 

Comme on peut satisfaire à cette équation en prenant x = acosu 
et y = bsinu, on a, u étant la variable indépendante, 

M = acosutj 4- bsinur 2 +r 3 \ Vtik = — bcosu^ — asinut* -+- abr 3 

M = — asinuti -f- bcosut 2 |VW»! 2 = b 2 cos 2 u -h a 2 sin 2 u H- a 2 b 2 . 

t 2 = a 2 cos 2 u -h b 2 sin 2 u -+- i . 

La différentielle de Tare pour la conique sphérique devient par 

conséquent : 

, Vb 2 cos 2 u+a 2 sin 2 u-f-a s b 2 . 

as = — - — - — , 9 . 9 — - — du . 
a 2 cos 2 u + b 2 sm 2 u-f 1 

333. Dans le cas général de coordonnées sphériques projectives par 
rapport à un triangle sphérique quelconque on a 

M = Miti -+- p->x 2 r 2 -h ^ 8 x 3 r 8 \ ttft = ^^sina^x^Xg-Xg^)!!^- • • 

W = ^1*1*1 + fc^t, "t- H*3*3 \\Wk\ 2 = ^^^Û^Xg-XgXg, . . .] 

T 2 = U)(XX) . 

La différentielle de l'arc prend donc la forme : 



ds = ^^y^> 3 ^x^..^_] d (353) 

334. Or, si nous retournons à la formule (352), nous voyons que ds 
remplace en réalité sinds. En passant à la limite, c'est-à-dire au plan, 
nous avons 

. . 1 . , sinai ai 1 

sinds : rr = sinds : -. -.- = ds : — — r- = ds : \.- f 
M smAi smAi M' 

pourvu que M' représente le module du triangle plan. On trouve donc 
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pour l'élément d'arc d'une courbe plane, dont l'équation est donnée en 
coordonnées projectives : 

Ar, _ H-i^fr» V a[x a x s -x 3 x, J ^ 

335. Application. — Prenons comme exemple le cercle circonscrit, 
dont l'équation en coordonnées barycentriques ({x s = 1 ; vi = sinAi = M'.ai) 

est 

ajx,x s 4- a^X! + a^x, = ou afy 4- ajx ■+■ a^xy = O 

Pour un point quelconque de cette courbe on a, x étant la variable 
indépendante, 

a'x 

1 2 a*x+aî 8 

Xl x * = -^TTaÔ"* x 3 - o- 

a^j . . {a s x-{-aiJ , • a J a 3 x 



XaXo X0X0 ~ ., „ x , XoXi X1X0 / w ,,.,, Xi Xa XaX< 



, 2 A 8 - A3 A 2 -^ x+a ^ as*! -i*8-( a « x+aî) * -1-2 -2-1 (ajx+aj) 3 

de sorte que le numérateur de (354) devient 

M'. a^aglajx 2 — 2 a^C^x + aj] : (a^x + aj) 3 

On trouve sans peine pour le dénominateur 

M'|a5x 2 -2a 1 a 3 Qx-}-a;] 2 : (a'x + a?)* 

et pour la périphérie 

/l+oo 4-30 

I dx a* Ta . a 3X-aiQ~| *a 9 D 

a.a^a. I — = = — Arctang — — ^ I = -^— = 2t:R . 

lm9 J a^-za^Qx + a? S 2 |_ «A J sinA, 



NOTE 2. 



336. Nous indiquons brièvement de quelle manière les coordon- 
nées sphériques projectives peuvent être utilisées dans la cristallographie 
géométrique. 

Le cristal est un polyèdre convexe. Un point O à l'intérieur de ce 
polyèdre est pris comme centre d'une sphère. Si l^l^l,,... sont les nor- 
males menées du point O aux faces du polyèdre, les droites sphériques 
correspondantes sont parallèles à ces faces, et l'angle entre deux des 
vecteurs est égal à l'angle extérieur des deux plans correspondants. Aux 
intersections V 09 t 19 t 2 y>- des droites sphériques correspondent les directions 
des arêtes du polyèdre; chaque ti détermine un axe zonal. 



337. Supposons que parmi les quatre droites Iq'Ii?^?^) il n 'y en a î* 
pas trois passant par le même point; for- 
mons un trilatère sphérique avec l^l,,^ et 

k = v lïl + V 2 l2 -+- V3I3 / /^ ^^v^ Wt 

comme droite-unité. Les quatre droites don- 
nent six points d'intersection 



'V-r, 



A 2 r 2 



a, - r„ 



H, 



PA-PUÏS B 2 1*3*8-1*1*! B 3 - 1*1*1 - f*2*2 




Fig. 45. 



Les droites (Ai, Bi) déterminent trois nou- 
veaux points d'intersection Pi, qui reliés 
aux A fournissent trois nouvelles droites, etc., etc. L'expérience montre 
que les plans et arêtes correspondant aux droites et aux points ainsi 
obtenus, sont les seuls plans et arêtes possibles du cristal. Il est évident 
que le point-unité 

*0 = 1*1*1 + frï*2 + 1*3*3 > 

étant le pôle trilinéaire de la droite-unité, c'est-à-dire le point d'intersection 
des droites (A^PJ, (A 2 ,P 2 ), (A 3 ,P 3 ), représente une arête possible. 
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338. Supposons maintenant que 
la,lp,ly,l& soient quatre droites obte- 
nues par la construction précédente. 
L'intersection des deux premières est 
Ylalp» celle des deux dernières \ l r ls, 
et la nouvelle droite déterminée par 
ces deux points, qui d'après l'expé- 
rience correspond à un nouveau plan 
possible du cristal sera 

Y VUp. \tya ^ h [loXph]— ls.[Upl T ]. 

Si les coordonnées a» , pi, ^ , Si des 
quatre droites en question sont en- 
tières, il en est de même pour les 
-déterminants de 



'«M 






et pour les coordonnées de la nou- 
velle droite qui sont 

Pïi — r8 i > PÏ2 — r8 2 » Pï» — r *3 • 

Or, les quatre droites qui servent 
de point de départ à la construction 
ont les coordonnées entières 

1,1,1 1,0,0 0,1,0 0,0,1 

Il en est donc de même pour 
toutes les autres droites, qui en 
sont déduites par la construction 
indiquée. 

On arrive par conséquent à ce 
résultat que tous les plans pos- 
sibles ont des coordonnées entières. 
Réciproquement, toute droite sphé- 
rique à coordonnées entières peut, 
d'après l'extension donnée au réseau 



Supposons maintenant que t a ,tb, 
r c ,td soient quatre points obtenus 
par la construction précédente. La 
droite de jonction des deux premiers 
est yWb ; celle des deux derniers 
\r c rd, et le nouveau point déter- 
miné par ces deux droites, qui d'après 
l'expérience correspond à une nou- 
velle arête possible du cristal sera 

\ Vr ft tbVrctd = r c . [r.tbtd] — rd.[r.tbto" 

Si les coordonnées ai,bi,Ci,di 
des quatre points en question sont 
entières, il en est de même pour les 
déterminants de 



[XJhXi] : [t.tbtc] 
= I abd I : I abc 



^ 7u : p 

et pour les coordonnées du nouveau 
point qui sont 

*q — pd x , tcc 2 — pd 2 , rcc 3 — pd 3 

Or, les quatre points qui servent 
de point de départ à la construction 
r ,r 1 ,r 2 ,t 3 ontlescoordonnéesentières 

1,1,1 1,0,0 0,1,0 0,0,1 

Il en est donc de même pour 
tous les autres points, qui en sont 
déduits par la construction indi- 
quée. 

On arrive par conséquent à ce 
résultat que toutes les arêtes pos- 
sibles ont des coordonnées entières. 
Réciproquement, tout point sphé- 
rique à coordonnées entières peut, 
d'après la construction du réseau de 
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de Môbius (§ 72), être obtenue par 
la construction indiquée. 



Môbius (| 72), être obtenu par la 
construction indiquée. 



La loi fondamentale de la cristallographie peut donc être formulée 
de la manière suivante : Les plans et les arêtes à coordonnées entières 
sont les seuls plans et arêtes possibles. 



339. Indices d'un plan et co- 
ordonnées de la droite sphé- 
rique correspondante. — Ce 

qu'on appelle les indices d'une face 
du cristal ne sont autre chose que 
les coordonnées de la droite sphé- 
rique correspondante. 

En effet, considérons deux plans 
qui interceptent sur les axes ri les 
longueurs 

(JE! = |Xj ÔE 2 = |X 2 ÔE 3 = !* 3 
OT l=g ™*=£ ^3=g 

Le second plan contient les vec- 
teurs 

(H.ui)-gti-e%. 

Sa normale est le produit vecto- 
riel de deux de ces vecteurs 

v iMi 4- v 2 h 2 l 2 -h v 3 h 3 t 3 

et les coordonnées h I de la droite 
sphérique correspondante sont par 
conséquent : 

h 1= =p , h 2 = HB, h 3 = ^ . 

1 OUj z OH, 6 ÔH 3 



Indices d'une arête et coor- 
données du point sphérique 
correspondant. — Ce qu'on ap- 
pelle les indices d'une arête du 
cristal ne sont autre chose que les 
coordonnées du point sphérique 
correspondant. 

En effet, menons par un point 

K f^x^i + Ps^f» 4- i*gx 3 r 3 d'une 
arête, dont les coordonnées sont Xi, 
des plans perpendiculaires aux l, 
c'est-à-dire parallèles aux plans des 
coordonnées. Si ces plans intercep- 
tent sur les axes ti les longueurs 
ÔKi, on a 1 

[OKi*!— (i* 1 x 1 r 1 + H»x f r f + Mst,3ït 
(OKi-jj^xJsinh! = o , 

et si Ton fait la même chose pour 
un point D de l'arête unité t , on 
obtient 

(ODx — yO. sinh x » o 

où les ÔDi sont les longueurs inter- 
ceptées sur les axes ti par ces der- 
niers plans. lien résulte Xi=^- 



1 Le premier plan mené par K, perpendiculaire à ï x contient le vecteur 

(KKJ = (OKj) — (OK) = ÔK 1 r l -( ! x 1 x 1 r l +-...) 

Etant perpendiculaire à l lf son produit scalaire par ïj est nul. C'est ce qu'exprime 
l'équation suivante. 
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Or, les quotients ÔE» : ÔHi sont 
précisément ce qu'on appelle les in- 
dices du plan. 



Les quotients ÔK t : ÔDi sont préci- 
sément ce qu'on appelle les indices 
de l'arête. 



Aux indices d'un plan ou d'une arête du cristal on peut donc substi- 
tuer les coordonnées de la droite sphérique et du point correspondant. 



340. Pour deux droites sphéri- 
ques ou faces du cristal nous avons, 
si Ui et u[ sont leurs coordonnées ou 
indices, d'après le paragraphe 38, 
les proportions : 



Ui 



sinôj 
visinhi 



U| 

uf 



ui 



sin&î 
visinhi 



et 



sinOi 
sinBÎ 



Les $i sont les distances sphé- 
riques des sommets du triangle de 
référence à la droite sphérique Ui ou 
les angles que les axes (0,Ai) font 
avec le plan Ui. 

341. D'après le paragraphe 338, 
les plans e l9 e 2 sont deux plans pos- 
sibles du polyèdre, si leurs coor- 
données ou indices Vi et Wi sont des 
nombres entiers. Dans ce cas ces 
plans déterminent une zone, à la- 
quelle appartient encore tout plan e 3 , 
dont les coordonnées sont mVi+nwi 
pourvu que les coefficients m et n 
aussi soient des nombres entiers 
quelconques. 

Quant au rapport de division du 
dernier plan avec les deux premiers, 
on a évidemment 



/ ï _ !!<_ £ /ii(ww) 

A 6 l e 2 s 3/ — — m ' v 4 " "m'y U ( ïvT 



Pour deux points sphériques ou 
arêtes du cristal, nous avons, si 
Xi et x[ sont leurs coordonnées ou 
indices, d'après le paragraphe 38, 
les proportions : 



Xi 



singj 

Visinhi 



Xi 

xi 



xi 



sinSî 
fxisinhi 



et 



sinHi 
sinÇJ 



Les \i sont les distances sphéri- 
ques des côtés du triangle de réfé- 
rence au point sphérique Xi, ou les 
angles que l'arête correspondante 
fait avec les plans des coordonnées. 

D'après le paragraphe 338, les 
arêtes lq et k 2 sont deux arêtes pos- 
sibles du polyèdre, si leurs coor- 
données ou indices yi et z. sont des 
nombres entiers. Dans ce cas ces 
arêtes déterminent un faisceau, au- 
quel appartient encore toute arête k 3r 
dont les coordonnées sont mVi+nz ir 
pourvu que les coefficients m et n 
aussi soient des nombres entiers 
quelconques. 

Quant au rapport de division de 
la troisième arête avec les deux pre- 
mières, on a évidemment 

(k k kï — _-3 - H.a/^M. 
1*4*2*8;— m y 4 "" m y W (yy) 
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342. Les rapports anharmoniques rationnels. 



Soient la,lp,l T ,Ï5 quatre droites 
sphériques passant par un point, 
ou quatre plans du polyèdre, appar- 
tenant à la même zone. Nous avons, 
la étant le tenseur de la, etc., 

IYUtI . IVkfel = 



l« l r sin(l«l T ) l«lgsin(laU) 
lpl T sin(lpl T ) * lplssin(lpls) 



= (1 Jpl T U) 



c'est-à-dire un des rapports anhar- 
moniques des quatre plans. Or, les 
vecteurs représentés par les produits 
vectoriels ont tous la même direc- 
tion. Le rapport de leurs valeurs 
absolues est donc le même que celui 
de leurs premières ou secondes ou 
troisièmes composantes. Si «i,Pi, Y h 8| 
sont les coordonnées entières des 
quatre droites (indices des quatre 
plans) on a donc *, au lieu de la 
première fraction 

(«sYs — «sYi) : (P2Y3 — P3Y2)» etc. 

Le rapport anharmonique, pre- 
nant la forme 

(\ loi M— a 2Y3~- g 3Y2 . «2 $ 3- a 3 S 2 
P2Y3-P3Y2 h ù 3-%h 

est un nombre rationnel. 



Si r.,tb,tc,td sont quatre points 
sur la même droite sphérique, ou 
quatre arêtes du polyèdre, apparte- 
nant au même faisceau, nous avons, 
r R étant le tenseur de r», etc., 

|Vt.tc| . |YW& 



YtbTe| m lYtbtd 



r»r e sin(r a r c ) m r,r d sin(r,r d ) 
r b r c sin(r b r c ) ' r b r d sin(r b r d ) 



= (r.r b r c r (l ) 



c'est-à-dire un des rapports anhar- 
moniques des quatre arêtes. Or, les 
vecteurs représentés par les produits 
vectoriels ont tous la même direc- 
tion. Le rapport de leurs tenseurs 
est donc le même que celui de leurs 
premières ou secondes ou troisièmes 
composantes. Si ai , bi , c { , di sont 
les coordonnées entières des quatre 
points (indices des quatre arêtes, 
on a donc pour la première frac- 
tion 

(agCj— a 3 c 2 ) : (b 2 Cg — bgC*), etc. 

Le rapport anharmonique des 
quatre arêtes 

. » a^Cu — agCo "23 a^ci.» 

(r.v«rj = KTZbZ : b,d 9 -b s dl 



'2 V 3 



'2^3 



'3 «2 



est un nombre rationnel. 



343. Changement de coordonnées. — Si Ton prend comme côtés 
et droite-unité au lieu de I^ïg,^ et Iq les droites l a ,lp,lr et ï«» corres- 
pondant à quatre autres faces du cristal, les coordonnées des plans et 



1 Car\ («U = \ {v 1 a 1 ï 1 +v 2 a 2 ï 2 +v 3 a 3 ï 3 )(v 1 Y 1 l 1 + v^A+v^A)^ v t v 8(*«T8-«»rt) sinA i- r i + ••' 
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arêtes possibles restent entières. Il est évident qu'il s'agit ici d'une trans- 
formation de coordonnées. 

Or, si u, et xi , u[ et x! sont les coordonnées tangentielles et ponctuelles 
avant et après la transformation, on a d'après le paragraphe 83 : 

a) u t : u 2 : u 3 = 

(B u u;+ B 21 u 2 + B 31 u 3 ) : (B l2 u{+ B 22 u 2 + B 82 Ug) : (B 13 u; + B 23 u 2 + B 33 u,0 

b) x{ * x 2 : x 3 = 

(B u x x 4- B 12 x 2 -f- B 13 x 3 ) : (B 21 x 1 -h B 22 x 2 4- B 23 x 3 ) : (B 81 x 1 -h B 32 x 2 4- B 33 x 3 ) 

Dans ces proportions B n B 12 B 13 sont les coordonnées réduites ai du 
premier des nouveaux côtés, multipliées 1 par pvi, etc. On a donc 

B u = pv; . 04 B 12 = ovi . 02 B 13 = pvj . <x 3 

B 21 — P v 2'Pl **22 = ? v 2'?2 B 23 = ? v 2 • ?3 

B 81 = P v 3 • ïl B 32 = P v 3 ' Ï2 B 33 = P v 3 • Ï3 

Par la substitution en a) nous obtenons 

u t : u 2 : u 8 = 
(viflfi-ui+vA-ui+v^.ui) : (v;«2.u; + vip 2 .ui+vi Tf .ui) : (v{a 8 u,' + v 2 p 3 .u.;+v^ Ï3 u 3 ) 

ou inversement 

C) U{ : U 2 : U 3 = v^ | U^y I : ^ilnya] : vjv 2 |uap| 

tandis que la substitution en b) donne 

d) x[ : ^ : Xg^v^a^+a^+agXg) : ^i(h x i+h x 2+h x s) : v 8Xïi*i+Ï2 x 2+ïsX3) 

Pour la nouvelle droite-unité, dont les coordonnées après et avant 
la transformation sont 1,1,1 et e 1 ,e 2 ,e 3 l'équation c) devient 



e) 1:1:1= v^e^l : v 3 v;|e r a| : v^eap 

En divisant c) par e) nous trouvons enfin pour les nouvelles coor- 
données u; d'un plan, les anciennes coordonnées étant u i9 

^ . I uSy I luval |Ua8| 

f) u; : u; : m* = { —^ Li : j — *-l : - — y- • 

' e Prl l e r«l l ea P' 



1 Voir l'équation II, page 71. j 

18 
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De même nous trouvons en multipliant d) par e) pour les nouvelles 
coordonnées x/ d'une arête, si Xj sont les anciennes coordonnées. 

g) *j ' xj : X3 = (a 1 x 1 -f 02X2+03X3)16^1: (Mi+ft2 x 2+P3*3)l £ r«l -(Ti^i+Ta^+Ys^l^W 

On voit sans peine que ces rapports ne changent pas lorsqu'au lieu 
des coordonnées réduites ai,pi,Yi> E i on introduit les coordonnées non 
réduites. Or, ces coordonnées non réduites étant entières, il s'ensuit, que 
les Ui' et Xi seront aussi proportionnels à des nombres entiers, lorsque 
les Ui et ^ le sont. 

344. Il est facile de trouver les rapports des nouveaux para- 
mètres (Ai. En effet, l'équation e) nous apprend que 

et comme d'une manière générale les \l( du point-unité sont liés aux v â ' de 
la droite-unité par les équations fx/v/ = sinAÎ, nous en concluons 

Pil e PYl : P-i^Y*! : l4l Êa Pl = sinAJ : sinAj : sinA s 
ou, en élevant au carré * 

„■* . „- 2 . ,- 2 — a) [^Y3-p3Y2>--] . tolWz-ysth*---] . « "[«ifc-qsfc —l 

f*i • P2 -Us - | fpyjl • | fTa |, • | £ap | 2 

Ces rapports ne changent pas lorsque les coordonnées réduites ai,pi,yi 
sont remplacées par les coordonnées non réduites. 

345. Il reste à dire un mot : i° sur l'angle de deux faces du cristal, 
dont les indices sont Ui et ui; 2 sur l'angle de deux arêtes, dont les 
indices sont x t et x t ' ; 3° sur l'angle que l'arête Xî fait avec le plan Ui . 

L'angle <p des deux plans est celui des deux droites correspondantes, 
dont les coordonnées sont u f et u^. 11 est donc d'après les paragraphes 40 
et 40 bis : 

cos<p = — sm^ =■ .-•—»! j 



VU(iiu)i2(ii'u') VQ(uu)Q(u'u') 

tg? = 



v,v a v 3 w[u 3 ui-u s ui. 



U(uu') 



1 On a, en effet, 

l \ T 12 
sin*A t ' = I V I?ItI = (^2 v s)Vi-(?2T8-p 3 Y2)rif •••?- (v,v 2 v 3 )« w [p, T3 -p 3Yî , psTi-Piïn,...] 

si les pi et yi sont des coordonnées réduites. 
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L'angle 6 des deux arêtes est la distance sphérique des deux points 
correspondants, dont les coordonnées sont Xi et xf. Il est donc d'après 
les paragraphes 40 et 40 bis 

cose , sms = , — 

Va>(xx)u>(x'x') MVw(xx)ù>(x'x') 

__ ^îJ^t^QfeXa-XgX^ ] 

l 8 Ê — Mw(xx') 

Enfin l'angle que fait l'arête Xi avec le plan Ui est la distance sphérique 
du point Xi à la droite Ui., pour laquelle on a trouvé au paragraphe 41 

sino = ; — tt~ — — • 

V(Û(XX)Û(UU) 



FIN 
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